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LE LEMME D’ABHYANKAR PERFECTOIDE
YVES ANDR ´E
ABSTRACT. Nous e´tendons le the´ore`me de presque-purete´ de Faltings-Scholze-Kedlaya-
Liu sur les extensions e´tales finies d’alge`bres perfectoı¨des au cas des extensions ramifie´es,
sans restriction sur le discriminant. Le point cle´ est une version perfectoı¨de du the´ore`me
d’extension de Riemann. Au pre´alable, nous revenons sur les aspects cate´goriques des
alge`bres de Banach uniformes et des alge`bres perfectoı¨des.
ABSTRACT. We extend Faltings’s “almost purity theorem” on finite etale extensions of per-
fectoid algebras (as generalized by Scholze and Kedlaya-Liu) to the ramified case, without
restriction on the discriminant. The key point is a perfectoid version of Riemann’s exten-
sion theorem. Categorical aspects of uniform Banach algebras and perfectoid algebras are
revisited beforehand.
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2 YVES ANDR ´E
INTRODUCTION.
0.1. La the´orie des extensions presque e´tales de G. Faltings trouve sa source dans les
travaux de J. Tate sur les extensions profonde´ment ramifie´es de corps locaux, et son
aboutissement dans l’e´tude de la cohomologie e´tale p-adique des varie´te´s alge´briques ou
analytiques sur un corps p-adique (cf. e.g. [8][24]). Elle utilise le langage de la “presque-
alge`bre” introduit par Faltings a` ce propos, dont le principe consiste, dans le cadre (V,m)
constitue´ d’un anneau et d’un ide´al idempotent, a` “ne´gliger” les V-modules annule´s par m
[13].
Cette the´orie a e´te´ renouvele´e par l’approche perfectoı¨de de P. Scholze. Un corps K
complet pour une valuation p-adique non discre`te, d’anneau de valuation Ko et d’ide´al de
valuation Kß, est dit perfectoı¨de si l’e´le´vation a` la puissance p est surjective sur Ko/pKo.
Une K-alge`bre de Banach A est dite perfectoı¨de si elle est uniforme (i.e. si la sous-Ko-
alge`breAo des e´le´ments dont les puissances sont borne´es est borne´e), et si l’e´le´vation a` la
puissance p est surjective sur Ao/pAo.
0.2. Le the´ore`me de “presque-purete´” de Faltings, sous la forme ge´ne´rale que lui ont
donne´e Scholze d’une part [29], et K. Kedlaya et R. Liu d’autre part [19], affirme que si
A est une K-alge`bre perfectoı¨de et B une A-alge`bre e´tale finie, alors B est perfectoı¨de et
Bo est presque e´tale finie sur Ao dans le cadre (Ko,Kß), de sorte que trB/A envoie Bo
presque surjectivement dans Ao si Bo est un Ao-module fide`le.
0.3. L’objectif de l’article est de ge´ne´raliser ce the´ore`me au cas ramifie´, en s’inspirant du
lemme d’Abhyankar. Rappelons que dans la situation d’un anneau local re´gulier d’ine´gale
caracte´ristique (0, p) et d’une extension finie plate, ramifie´e le long d’un diviseur a` croise-
ments normaux de´fini par une e´quation pg = 0, d’indices de ramification premiers a` p, ce
lemme assure qu’on peut “rendre l’extension e´tale” sans inverser pg, par l’adjonction de
racines de pg d’ordre divisible par tous les indices de ramification, suivie du passage a` la
fermeture inte´grale.
Notre re´sultat principal peut eˆtre vu comme un analogue perfectoı¨de du lemme
d’Abhyankar, sans hypothe`se de croisements normaux ni condition sur les indices de rami-
fication, au prix de remplacer “e´tale” par “presque e´tale” (dans un cadre qui, contrairement
a` l’usage, n’est pas celui d’un anneau de valuation et de son ide´al maximal).
0.3.1. The´ore`me. Soit A une alge`bre perfectoı¨de sur un corps perfectoı¨de K de car-
acte´ristique re´siduelle p. On suppose que A contient une suite de racines pm-e`mes
compatibles d’un e´le´ment g ∈ Ao non diviseur de ze´ro, ce qui permet de voir
Ao comme Ko[T 1p∞ ]-alge`bre en envoyant T 1pi sur g 1pi . On se place dans le cadre
(Ko[T 1p∞ ], T 1p∞Kß[T 1p∞ ]).
Soit B′ une A[ 1g ]-alge`bre e´tale finie.
(1) Il existe une plus grande alge`bre perfectoı¨de B comprise entre A et B′, telle que
l’inclusion A →֒ B soit continue. On a B[ 1g ] = B′, et Bo est contenue dans la
fermeture inte´grale de g− 1p∞Ao dans B′ et lui est presque isomorphe,
(2) Pour toutm ∈ N, Bo/pm est presque e´tale finie sur Ao/pm (et Bo[ 1g ] est presque
e´tale finie sur Ao[ 1g ] dans le cadre (Ko,Kß)).
(3) Si B′ est unA[ 1g ]-module fide`le, le morphisme trace trB′/A[ 1g ] envoie Bo presque
surjectivement dans g− 1p∞Ao.
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Ce re´sultat pre´sente un double aspect heuristique: pour toute extension finie d’une
alge`bre perfectoı¨de, i) la ramification ge´ome´trique est presque supprime´e par adjonction
des racines p∞-ie`mes du discriminant, comple´tion et passage a` une fermeture inte´grale
(en analogie avec le lemme d’Abhyankar), et ii) il en est alors essentiellement de meˆme de
la ramification arithme´tique (ce qui e´tend le the´ore`me de presque-purete´ de Faltings et al.
qui traite du cas ge´ome´triquement non ramifie´).
En ce qui concerne le point (2), on peut naturellement se demander si Bo est presque
e´tale finie sur Ao. C’est plausible, mais nous ne l’avons pas de´montre´, le proble`me e´tant
celui de la presque finitude de Bo sur Ao , cf. rem. 5.2.1.
0.4. Nous de´montrerons ce the´ore`me a` partir du cas e´tale, applique´ aux “localisations
affinoı¨des”A{λg }, λ ∈ Kß\0 (c’est-a`-dire, en termes ge´ome´triques, aux comple´mentaires
de voisinages tubulaires du lieu des ze´ros de g dans le spectre analytique de A). Le
passage crucial a` la limite λ → 0 repose sur des re´sultats du type “the´ore`me d’extension
de Riemann”: pour (A, g) comme ci-dessus, lim
j→∞
A{p
j
g
}o est la fermeture comple`tement
inte´grale de Ao dans A[ 1g ], qui n’est autre que g−
1
p∞Ao (th. 4.2.2).
Inversement, e´tant donne´ un syste`me projectif d’alge`bres perfectoı¨des (Aj) qui se
de´duisent les unes des autres par localisation (Ai{p
j
g
} ∼= Aj ) et contiennent les racines
g
1
pm , l’alge`bre de Banach uniforme A := ( lim
j→∞
Aj o)[1
p
] est presque perfectoı¨de (i.e.
l’e´le´vation a` la puissance p est presque surjective sur Ao/pAo) (th. 4.4.2).
0.5. Il nous a paru ne´cessaire de faire pre´ce´der la preuve de ces re´sultats d’un exa-
men approfondi, assorti de maint exemple, des techniques de construction et des aspects
cate´goriques des alge`bres de Banach uniformes et des alge`bres perfectoı¨des. Ces deux
cate´gories admettent limites et colimites, et le plongement de celle-ci dans celle-la` admet
un adjoint a` droite. Les colimites s’y calculent donc de meˆme manie`re, mais pas les limites
(cf. §3.8). C’est le nœud du proble`me dans les passages a` la limite ci-dessus.
Nous ferons grand usage de techniques galoisiennes (cf. 1.9, 3.4, 5.2), qui permettent
entre autre de simplifier la preuve du the´ore`me de “presque-purete´”.
0.6. Le the´ore`me 0.3.1 fournit un moyen aussi e´conomique que ge´ne´ral pour associer a`
touteK-alge`bre affine ou affinoı¨de re´duite une alge`bre (presque) perfectoı¨de a` l’aide d’une
normalisation de Noether, en adjoignant les racines p∞-ie`mes des coordonne´es et d’un
discriminant, comple´tant et prenant une fermeture inte´grale. Dans une certaine mesure, ce
moyen libe`re la construction d’alge`bres perfectoı¨des du “carcan torique” habituel (cf. 5.4).
Dans un article suivant, nous appliquerons le lemme d’Abhyankar perfectoı¨de a` l’e´tude
de la conjecture du facteur direct de M. Hochster en alge`bre commutative.
Remerciements. Je suis tre`s reconnaissant a` O. Gabber de m’avoir envoye´ toute une liste d’erreurs,
corrections, simplifications et suggestions (les e´ventuelles erreurs restantes sont e´videmment de ma
seule responsabilite´). Je remercie aussi B. Bhatt et P. Scholze de leur inte´reˆt pour ce travail.
Je remercie le Laboratoire Fibonacci et la Scuola Normale Superiore de Pise ou` j’ai effectue´ une
partie de ce travail dans les meilleures conditions.
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1. PRE´LIMINAIRES DE PRESQUE-ALGE`BRE.
Nous ferons appel a` quelques re´sultats de cette the´orie initie´e par G. Faltings et
de´veloppe´e dans l’ouvrage fondamental de O. Gabber et L. Ramero [13].
1.1. Cadre. Un cadre1 pour la presque-alge`bre consiste en la donne´e d’un anneau com-
mutatif unitaire V et d’un ide´al idempotent m = m2.
Comme dans [13], nous supposerons que m˜ := m⊗Vm est plat sur V. Cette hypothe`se
est stable par changement de base [13, rem. 2.1.4], et plus faible que la platitude de m (qui
entraıˆne m ∼= m˜). La platitude de m est acquise si m est de la forme π 1p∞V, ou` (π
1
pi ) est
une suite compatible de racines pi-ie`mes d’un e´le´ment π non-diviseur de ze´ro de l’anneau
V (cas qui suffirait dans la suite de l’article).
1.2. Va-modules. La cate´gorie des Va-modules (ou (V,m)a-modules, s’il y a lieu de
pre´ciser) est la cate´gorie des V-modules localise´e par la sous-cate´gorie de Serre des mod-
ules de m-torsion: un V-module est presque nul s’il est annule´ par m.
On a HomVa(M,N) = HomV(m˜⊗V M,N), cf. [13, §2.2.2].
On dit qu’un morphisme de V-modules est presque injectif (resp. presque surjectif) si
son noyau (resp. conoyau) est annule´ par m; cela revient a` dire qu’il est un monomor-
phisme (resp. e´pimorphisme) de Va-modules.
La cate´gorie des Va-modules est abe´lienne. En particulier, un morphisme de V-
modules est a` la fois presque injectif et presque surjectif si et seulement s’il est un presque-
isomorphisme. Le foncteur de localisation M 7→ Ma, qui est l’identite´ sur les objets,
admet2
• un adjoint a` droite: N 7→ N∗ := HomVa(Va, N) (module des presque-
e´le´ments),
• un adjoint a` gauche N! := m˜⊗V N∗.
En particulier, il commute aux limites et aux colimites. On a en outre (N∗)a ∼= N et
(Ma)∗ ∼= HomV(m˜,M) (qu’on e´crira parfois abusivement M∗ pour alle´ger). Le foncteur
( )∗ n’est pas exact a` droite, mais N → N ′ est un e´pimorphisme si et seulement si N∗ →
N ′∗ est presque surjectif.
1.3. Lemmes de Mittag-Leffler et de Nakayama. Le lemme de Mittag-Leffler vaut dans
ce contexte: si (Nn) un syste`me projectif deVa-modules dont les morphismes de transition
sont des e´pimorphismes, alors lim Nn → N0 est un e´pimorphisme. Cela se de´duit du cas
des V-modules en appliquant successivement les foncteurs exacts a` droite ( )! et ( )a (dont
le compose´ est l’identite´ de Va-Mod).
Au demeurant, la cate´gorie abe´lienne Va-Mod est bicomple`te (i.e. admet limites
et colimites) et admet V comme ge´ne´rateur, les produits d’e´pimorphismes y sont des
e´pimorphismes, donc les limi se comportent comme dans la cate´gorie des groupes abe´liens
[27]; en particulier, elles s’annulent pour i > 1 dans le cas d’un syste`me indexe´ par un en-
semble ordonne´ de´nombrable. La localisation commute aux lim1 , qui se calculent comme
conoyau du te´lescope habituel.
La version du lemme de Nakayama pour les modules complets vaut aussi dans ce con-
texte ([13, lem. 5.3.3]): soit I un ide´al de V et soit f : M → N un morphisme entre
Va-modules I-adiquement complets; alors f est un e´pimorphisme s’il l’est mod. I.
1
“Basic setting” dans loc. cit.
2l’existence et les proprie´te´s de ( )∗ font partie de la the´orie ge´ne´rale de la localisation [12]; en revanche,
l’existence de ( )! est spe´cifique a` la presque-alge`bre.
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En effet, on a un diagramme commutatif a` fle`ches horizontales e´pimorphiques
grIV⊗V/I M/IM −−−−→ grIM
1⊗f¯
y
ygrIf
grIV⊗V/I N/IN −−−−→ grIN,
donc l’hypothe`se entraıˆne que grIf est un e´pimorphisme. Ceci implique que M/InM
fn→
N/InN est un e´pimorphisme, de meˆme que ker fn+1 → ker fn par le lemme du serpent.
Passant a` la limite, f est donc un e´pimorphisme d’apre`s Mittag-Leffler.
1.4. Va-alge`bres. Les Va-alge`bres sont les monoı¨des dans Va-Mod. Le foncteur ( )a
envoie V-Alg vers Va-Alg et admet (la restriction de) ( )∗ comme adjoint a` droite. Il
admet aussi un adjoint a` gauche note´ ( )!! [13, §2.2.25].
La cate´gorie Va-Alg admet des sommes amalgame´es, et (B⊗A C)a ∼= Ba ⊗Aa Ca.
Si A est une Va-alge`bre, on de´finit des cate´gories A-Mod et A-Alg [13, 2.2.12]. Le
foncteur ( )a envoie A∗-Alg vers A-Alg et admet ( )∗ comme adjoint a` droite.
Rappelons que la cate´gorie des K-alge`bres (associatives commutatives unife`res) admet
des (petites) limites et colimites, et que le foncteur module sous-jacent pre´serve les limites,
ainsi que les colimites filtrantes. Via ( )a, il en est de meˆme pour les presque alge`bres. Une
de´composition en produit fini B =
∏
Bi correspond a` un syste`me complet d’idempotents
orthogonaux ei ∈ B∗.
La cate´gorie A-Mod admet un produit tensoriel⊗A, qui induit le coproduit de A-Alg.
Soit φ : A→B un morphisme dans Va-Alg. C’est un monomorphisme si et seulement
si φ∗ est presque injectif; on dit alors que B est une extension de A.
1.4.1. Exemple. La presque-alge`bre s’introduit naturellement dans le contexte suivant.
SoientK un corps complet pour une valuation non discre`te, V = Ko son anneau de valua-
tion, m = Kß son ide´al de valuation, ̟ un e´le´ment non nul de m, et A une V-alge`bre sans
̟-torsion ni e´le´ment infiniment̟-divisible. On peut alors munir laK-alge`breA[ 1̟ ] d’une
norme canonique, dont la boule unite´, en ge´ne´ral distincte de A mais presque isomorphe a`
A, est (A)a∗, cf. sorite 2.3.1 (2b).
1.5. Recadrage. Au rebours de la pratique en presque-alge`bre, dans le pre´sent travail,
le cadre ne sera pas fixe´ une fois pour toutes; au contraire, nous utiliserons de manie`re
essentielle des changements de cadre (V,m) → (V′,m′) (homomorphismes d’anneaux
envoyant m dans m′). Le foncteur exact de restriction des scalaires V′-Mod→ V-Mod
induit un foncteur exact
(V′,m′)a-Mod→ (V,m)a-Mod;
si V = V′ = m′, c’est le foncteur ( )a. On a de meˆme un foncteur (V′,m′)a-Alg →
(V,m)a-Alg, qui est l’identite´ sur les anneaux sous-jacents. Si A′ correspond a` A par ce
dernier foncteur, on a des foncteurs de recadrage
A′-Mod→ A-Mod, A′-Alg→ A-Alg
qui sont l’identite´ sur les objets (vus comme modules, resp. alge`bres, sur l’anneau sous-
jacent a` A); si V = V′ = m′, il s’agit encore du foncteur ( )a. Ces foncteurs sont des
isomorphismes si m engendre m′, puisque la presque-nullite´ d’un module sur l’anneau
sous-jacent a` A n’est pas modifie´e. On a une transformation naturelle de recadrage
HomV′(m˜
′, N)→ HomV(m˜, N)
entre foncteurs des presque-e´le´ments et des presque-e´le´ments du recadre´, respectivement.
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Heuristiquement, le sens de “presque” devient plus grossier par recadrage (passage de
m′ a` m), mais ne change pas si l’image de m engendre m′.
1.6. Platitude. Un A-module M est dit plat si l’endofoncteur − ⊗A M de A-Mod est
exact.
On dit que φ est (fide`lement) plat si B⊗A − : A-Mod → B-Mod est (fide`le) exact;
φ est plat (resp. fide`lement plat) si et seulement si B est un A-module plat (resp. φ est un
monomorphisme et B/A est un A-module plat [13, 3.1.2 (vi)]) - c’est le cas en particulier
si φ∗ est plat (resp. fide`lement plat). En outre, φ est fide`lement plat si et seulement si φ!!
l’est [13, 3.1.3 ii]. Toute colimite filtrante d’extensions (fide`lement) plates est (fide`lement)
plate.
1.7. A-Modules projectifs finis. Passons a` de plus subtiles proprie´te´s qui, contrairement
aux pre´ce´dentes, ne sont pas purement cate´goriques.
1.7.1. Soit A une Va-alge`bre. Un A-module P est projectif fini3 si pour tout η ∈ m, il
existe n ∈ N et des morphismes P → An → P dont le compose´ est η1P (cette notion ne
de´pend que de la classe d’isomorphisme de P dans A-Mod).
Il revient au meˆme ([13, 2.3.10 (i), 2.4.15]) de dire que
(a) P est presque projectif, i.e. pour tout module N , et tout i > 0, mExti (P,N) = 0,
(b) P est presque de type fini, i.e. pour tout η ∈ m, il existe un morphisme An(η) → P
de conoyau annule´ par η.
1.7.2. Remarques. (1) Tout module P presque projectif est plat [13, 2.4.18], et fide`lement
plat si P est un A-module fide`le (i.e. A→ End(P )a est un monomorphisme)4.
(2) Si P est projectif fini, il en de meˆme de ses puissances exte´rieures. On dispose d’un
morphisme trace trP/A : (EndP )a → A [13, 4.1.1].
(3) Soit A′ une A-alge`bre fide`lement plate. Alors P est un A-module projectif fini si et
seulement si P ⊗A A′ est un A′-module projectif fini [13, 3.2.26 iii].
1.7.1. Lemme. Soit I un ide´al de A pour lequel A est I-adiquement comple`te. Alors tout
module projectif fini P est I-adiquement complet.
Proof. 5 Il s’agit de voir que P → Pˆ := limP/In est un isomorphisme. Pour tout η ∈ m,
il existe n ∈ N et un diagramme
P −−−−→ An −−−−→ Py
y
y
Pˆ −−−−→ Aˆn −−−−→ Pˆ
ou` les deux fle`ches compose´es horizontales sont la multiplication par η et la fle`che verticale
du milieu est un isomorphisme. Chassant, on trouve que le noyau et le conoyau de P → Pˆ
sont annule´s par η. ✷
3Nous adoptons les simplifications terminologiques de Scholze [29, 4.10, 4.13]; ce n’est d’ailleurs pas la` la
de´finition de loc. cit. mais c’en est une caracte´risation cf. [13, lemma 2.4.15].
4Le crite`re e´quivalent donne´ dans [13, 2.4.28] est que le morphisme “dual” End(P )a → A soit un
e´pimorphisme.
5voir aussi [13, 5.3.5].
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1.7.3. Un A-module projectif fini P est de rang (constant) r si
r+1∧
P = 0 et
r∧
P
est un A-module inversible [13, 4.3.9]. D’apre`s [13, 4.4.24], un tel module est localement
libre de rang r pour la topologie fpqc (nous n’utiliserons pas ce re´sultat).
1.8. A-alge`bres e´tales finies. Une A-alge`bre B est e´tale finie (resp. e´tale finie de rang r)
si (a)B est un A-module projectif fini (resp. projectif fini de rang r),
(b) B est non ramifie´e, i.e. on a une de´composition de A-alge`bre B⊗A B ∼= B× C
dans laquelle la premie`re projection (dans le membre de droite) s’identifie au morphisme
de multiplication µB : B⊗A B→ B.
Sous (a), la condition (b) e´quivaut a` la platitude de µB [13, 3.1.2 vii, 3.1.9].
1.8.1. Remarques. (1) Toute extension e´tale finie A →֒ B est fide`lement plate.
(2) Si B est e´tale finie sur A, on dispose d’une trace TrB/A : B→ A (morphisme de A-
modules) de´finie comme trace de l’endomorphisme de multiplication par b. Il commute au
changement de base, et la composition avec la multiplication de B induit un isomorphisme
de B sur son dual B∨ [13, 4.1.14] (d’ou` aussi un isomorphisme entre B∗ et son A∗-dual).
Si B est une extension e´tale finie, c’est un e´pimorphisme [13, 4.1.7, 4.1.8, 4.1.11].
(3) Soient A′,B deux A-alge`bres. On suppose A →֒ A′ fide`lement plat. Alors B est e´tale
finie (resp e´tale finie de rang r) sur A si et seulement si B⊗A A′ l’est sur A′ [13, 2.4.18,
3.2.26 (ii)].
1.8.2. L’“e´quivalence remarquable” de Grothendieck vaut dans ce contexte, du moins si
m est de la forme π
1
p∞V et si A soit π-adiquement comple`te: la re´duction modulo π induit
alors une e´quivalence entre A-alge`bres e´tales finies et A/π-alge`bres e´tales finies [13, th.
5.3.27].
1.9. Extensions galoisiennes.
1.9.1. Soient A →֒ B →֒ C des extensions, et soit X un ensemble de A-
homomorphismes de B vers C. On a alors un morphisme canonique de C-alge`bres
B⊗A C→
∏
χ∈X
C, b⊗ c 7→ (χ(b)c)χ∈X .
En particulier, si G un groupe fini de A-automorphismes de B, on a un morphisme
canonique de B-alge`bres (pour l’action a` droite de B sur le membre de gauche)
B⊗A B→
∏
γ∈G
B, b⊗ b′ 7→ (γ(b)b′)γ∈G.
Si n est l’ordre de G, et si l’on nume´rote les e´le´ments de G pour identifier le groupe de ses
permutations a` Sn, le produit en couronne6 Sn ≀G agit par A-automorphismes de ∏ B
via (σ, (γ1, . . . , γn))(b1, . . . , bn) = (γσ−1(1)(bσ−1(1)), . . . , γσ−1(n)(bσ−1(n))).
On note B la A-alge`bre des G-invariants de B (en tant que A-module, c’est le noyau
de B (··· ,γ−1,··· )→
∏
G
B).
6i.e. le produit Sn × Gn muni de la multiplication (σ, (γ1, . . . , γn))(σ′, (γ′1, . . . , γ′n)) =
(σσ′, (γσ′(1)γ
′
1, . . . , γσ′(n)γ
′
n)).
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1.9.2. On dit que l’extension A →֒ B est galoisienne de groupe G si BG = A et si le
morphisme canonique B⊗A B→
∏
G
B est un isomorphisme (de B-modules a` droite).
Comme ( ) commute aux limites, il revient au meˆme de reque´rir que (B∗)G = A∗ et que
(B⊗A B)∗ →
∏
G
B∗ soit un isomorphisme7. Le groupe G ×G d’automorphismes de
B⊗A B ∼=
∏
G
B s’identifie alors a` un sous-groupe de Sn ≀G par
(1.1) (γ, 1) 7→ (rγ−1 , (1, . . . , 1)), (1, γ) 7→ (ℓγ , (γ, . . . , γ)),
ou` ℓ, r de´signent les translations a` gauche et a` droite respectivement.
1.9.1. Proposition. (1) Toute extension galoisienne de groupe G est e´tale finie, de
rang l’ordre de G. La trace est donne´e par la somme des conjugue´s.
(2) Soit A′ une A-alge`bre. Si A →֒ B est une extension galoisienne de groupe G, il
en est de meˆme de A′ →֒ B⊗A A′, et re´ciproquement si A′ est fide`lement plate.
(3) Si C est une extension interme´diaire telle que C →֒ B est galoisienne de groupe
H < G, le morphisme canonique de B-alge`bres C ⊗A B →
∏
G/H
B est un
isomorphisme, et A →֒ C est e´tale finie, de rang |G/H |.
Proof. (1) Le point est que B est un A-module projectif fini, comme nous allons le voir
(il s’agit d’un de´calque de l’argument classique en the´orie de Galois des anneaux). Notons
tB/A : B∗ → BG∗ = A∗ la somme des conjugue´s. Voyons B comme B⊗AB-alge`bre via
le premier facteur de la de´composition (autrement dit, via le morphisme de multiplication).
CommeB∗⊗A∗B∗ → (B⊗AB)∗ est un presque-isomorphisme, on obtient, pour tout η ∈
m, un e´le´ment eη ∈ B∗⊗A∗ B∗ tel que e2η = ηeη, qui annule le noyau de la multiplication
B∗ ⊗A∗ B∗ → B∗ et que celle-ci envoie sur η1B∗ . En de´veloppant eη =
i=n(η)∑
i=1
bi ⊗ b′i,
on obtient
∑
γ(bi)b
′
i = 0 si γ 6= 1G, et
∑
bib
′
i = η1B, d’ou` ηb =
∑
tB/A(bbi)b
′
i pour
tout b ∈ B∗; en d’autres termes, le compose´
B∗
b7→(tB/A(bbi))→ An(η)∗ (ai) 7→
∑
aib
′
i→ B∗
est η idB∗ , ce qui montre que B est projectif fini. Par descente fide`lement plate de B a` A,
on voit aussi que B est de rang |G|, et que TrB/A = taB/A.
(2) Si B est extension galoisienne de A de groupeG, on a vu qu’elle est (fide`lement) plate,
donc B′ := B⊗A A′ est une extension de A′. On a B′ ⊗A′ B′ ∼= (B⊗A B) ⊗A A′ ∼=∏
G
B′, d’ou` aussi B′ ∼= (B′ ⊗A′ B′)G×1 ∼=
∏
G
B′ ∼= B′G ⊗A′ B′ et (B′)G = A′ par
platitude fide`le de B′ sur A′. On obtient la re´ciproque par descente fide`lement plate.
(3) Apre`s tensorisation⊗CB, ce morphisme canonique est le compose´ des isomorphismes
de C-alge`bres
B⊗C (C⊗A B) ∼→ B⊗A B ∼→
∏
G
B
∼→
∏
G/H
(B⊗C B) ∼→ B⊗C
∏
G/H
B,
donc est un isomorphisme par descente fide`lement plate de B a` C (cf. rem. 1.8.1 (3)). En
outre, C est e´tale finie de rang |G/H | sur A par descente fide`lement plate de B a` A. ✷
7cela n’entraıˆne ni que B∗ soit galoisienne sur A∗ (car ( )∗ ne commute pas au produit tensoriel), ni que B!!
soit galoisienne sur A!! (car ( )!! ne commute pas aux produits finis).
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1.9.3. Nous ferons usage de la construction suivante, standard dans le cas connexe (cf.
e.g. [32, 5.3.9]) mais valable en ge´ne´ral8.
1.9.2. Lemme. Soit R →֒ S une extension e´tale finie d’anneaux, de rang constant r. Il
existe une extension galoisienne R →֒ T de groupe Sr se factorisant par S, telle que
S →֒ T soit une extension galoisienne de groupe Sr−1.
PosonsX = Spec R, Y = Spec S, Z = comple´mentaire dans Y ×XY ×X · · ·×XY (r
facteurs) des diagonales partielles. Ces dernie`res sont ouvertes et ferme´es dans le produit
fibre´ puisque Y est e´tale sur X , donc il en est de meˆme de Z qui est par suite e´tale fini
sur X (et aussi sur Y via la premie`re projection). Par ailleurs, Sr agit par permutation des
facteurs, et on ve´rifie sur les fibres que le morphisme de reveˆtements e´tales Sr × Z →
Z ×X Z (resp. Sr−1 × Z → Z ×Y Z) est un isomorphisme. ✷
Nous aurons aussi besoin du lemme suivant
1.9.3. Lemme. Soit G un groupe fini d’automorphismes d’un anneau S, et soit R := SG
l’anneau des invariants. Soit R ⊂ S′ ⊂ S une extension interme´diaire stable sous G, et
galoisienne sur R de groupe G. Alors S = S′.
Les idempotents eg donnant lieu a` la de´composition S′ ⊗R S′ ∼=
∏
γ∈G
S′ de´composent
aussi S ⊗R S′ ∼=
∏
γ∈G
eγ(S ⊗R S′) ∼=
∏
γ∈G
S′′ (puisque que les eγ sont permute´s par
G). Compte tenu de ce que S′ est fide`lement plat sur R (cf. prop. 1.9.1), on a S′′ ∼=
(S ⊗R S′)G×1 = SG ⊗R S′ = S′, d’ou` S′ ⊗R S′ = S ⊗R S′, puis S = S′. ✷
8comme nous l’a signale´ O. Gabber.
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2. LA CATE´GORIE BICOMPLE`TE DES ALGE`BRES DE BANACH UNIFORMES.
Dans cet article, le roˆle principal est joue´ par les alge`bres commutatives sur un corps
complet non-archime´dien, comple`tes pour une norme multiplicative pour les puissances.
Nous passons ici en revue leurs proprie´te´s ge´ne´rales et esquissons, dans ce contexte, un
dictionnaire entre le langage de l’analyse fonctionnelle et celui de l’alge`bre commutative.
2.1. Alge`bres de Banach. Nous renvoyons a` [5] comme re´fe´rence ge´ne´rale.
2.1.1. Soit K un corps complet pour une valeur absolue non archime´dienne non triviale,
de corps re´siduel k. On note Ko son anneau (resp. Kß son ide´al) de valuation, de sorte que
k = Ko/Kß.
Dans cet article, toutes les K-alge`bres sont commutatives associatives unife`res
(l’alge`bre nulle n’est pas exclue). Si A est une K-alge`bre, une semi-norme A | |→ R de
K-alge`bre ve´rifie |a+ b| ≤ max(|a|, |b|), |ab| ≤ |a||b| avec e´galite´ si a ∈ K , et |1A| = 1
si A 6= 0. C’est une norme si elle ne s’annule pas sur A \ 0. On note A| |≤r, ou plus
simplement A≤r, le sous-groupe additif de A forme´ des a ∈ A | |a| ≤ r}; de meˆme
A<r := {a ∈ A | |a| < r}. La boule unite´A≤1 est une sous-Ko-alge`bre ouverte.
Toute K-alge`breA munie d’une norme multiplicative est inte`gre.
La cate´gorie desK-alge`bres norme´es a pour morphismes les homomorphismes continus
d’alge`bres: ce sont les homomorphismesA φ→ B borne´s sur A≤1, i.e. ceux pour lesquels
||φ|| := supa∈A\0 |φ(a)||a| < ∞. On dit que φ est isome´trique, ou que A est une sous-
alge`bre norme´e de B, si |φ(a)| = |a| pour tout a ∈ A.
Cette cate´gorie admet des sommes amalgame´es: le se´pare´ de B ⊗A C pour la semi-
norme produit tensoriel.
La cate´gorie K-Ban desK-alge`bres de Banach est la sous-cate´gorie pleine forme´e des
alge`bres norme´es comple`tes. Une K-alge`bre de Banach A e´tant fixe´e, les K-alge`bres de
Banach B munies d’un morphisme A φ→ B sont appele´es A-alge`bres de Banach. Elles
forment de manie`re e´vidente une cate´gorie A-Ban.
2.1.2. La cate´gorie K-Ban admet un objet initial K et un objet final 0, des sommes
amalgame´es B⊗ˆA C (produit tensoriel comple´te´ [5, 3.1.1, prop. 2]), et donc des colimites
finies. Le foncteur −⊗ˆKA est adjoint a` gauche du foncteur oubli A-Ban→ K-Ban.
Elle admet des produits fibre´s B ×A C, et donc des limites finies.
Si I est un ide´al ferme´ de B et J un ide´al ferme´ de C, et si K est la fermeture de l’image
de I ⊗ C + B ⊗ J dans B⊗ˆA C, alors le morphisme canonique
(2.1) (B⊗ˆA C)/K → (B/I)⊗ˆA (C/J)
est une isome´trie (cf. [5, 2.1.8 prop. 6] et sa preuve).
Par ailleurs, si C est projectif fini sur A et si sa norme induit la topologie canonique de
A-module projectif fini, alors B ⊗A C est complet (cela suit de [19, lemma 2.2.12]). Ce
n’est plus vrai en ge´ne´ral si C est fini non projectif.
2.1.3. Remarques. (1) Si C′ est une sous-A-alge`bre norme´e de C, B⊗ˆA C′ n’est pas
ne´cessairement une sous-alge`bre norme´e de B⊗ˆA C.
(2) Supposons que C admette une base orthogonale c1, . . . , cn, . . . sur A. Tout e´le´ment
d ∈ B⊗ˆA C s’e´crit alors de manie`re unique d =
∑
bj ⊗ cj , et on a |d| = max |bj ||cj |.
En effet, pour toute autre expression d =
∑
b′i ⊗ c′i, on aura c′i =
∑
aijcj , d’ou` |c′i| =
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max |aij ||cj |, et bj =
∑
aijb
′
i, d’ou` max |bj||cj | ≤ max |aij ||cj ||b′i| ≤ max |c′i||b′i|. On
en de´duit que B b7→b⊗1→ B⊗ˆA C est isome´trique.
2.1.4. Si A est une K-alge`bre norme´e, on note Ao l’ensemble des e´le´ments dont les
puissances restent borne´es. C’est une sous-Ko-alge`bre ouverte de A qui contient A≤1, et
qui ne de´pend que de la classe d’e´quivalence de la norme. Sa formation est fonctorielle et
commute a` la comple´tion. On a (A × B)o = Ao × Bo (le produit e´tant muni de la norme
supremum).
On note Aß l’ensemble des e´le´ments topologiquement nilpotents. C’est un ide´al ouvert
de Ao, et Aß =
√
Aß. Si A est comple`te, Aß est contenu dans le radical de Jacobson de
Ao, car pour tout (a, b) ∈ Aß×Ao, 1−ab est inversible d’inverse∑ anbn. En particulier,
un e´le´ment de Ao est inversible si et seulement si son image dans Ao/Aß est inversible.
Les ide´aux maximaux de A sont ferme´s [5, 1.2.4/5].
La re`gle A 7→ Ao/Aß de´finit un foncteur des K-alge`bres norme´es vers les k-alge`bres
re´duites (i.e. sans e´lement nilpotent non nul).
2.1.5. Pour toute K-alge`bre de Banach A, on note A〈T 〉 le comple´te´ de l’alge`bre des
polynoˆmesA[T ] pour la norme supremum des coefficients (norme de Gauss, qui est mul-
tiplicative si celle de A l’est). Alors A〈T 〉o est l’alge`bre des se´ries convergentes a` coeffi-
cients dans Ao. Le couple (A〈T 〉, T ) est universel parmi les couples (B, b ∈ Bo) ou` B est
uneA-alge`bre de Banach (cf. [5, 1.4.3, cor. 2]).
2.1.6. Remarque. Pour traiter des questions d’isome´trie, il est commode de se placer dans
la sous-cate´gorie non pleine de K-Ban ayant meˆme objets et pour morphismes ceux de
norme ≤ 1, ou` ⊗ˆ est encore un coproduit. Dans cette cate´gorie, le couple (A〈T 〉, T ) est
universel parmi les couples (B, b ∈ B≤1).
Si A → B est un morphisme dans cette cate´gorie, le morphisme canonique
B⊗ˆAA〈T 〉 → B〈T 〉 est isome´trique: l’inverse est donne´ par la proprie´te´ universelle de
B〈T 〉. En combinant ceci a` (2.1), on trouve que pour tout ide´al ferme´ J de A〈T 〉 le mor-
phisme canonique
(2.2) B〈T 〉/JB〈T 〉−→ B⊗ˆA(A〈T 〉/J)
est isome´trique, JB〈T 〉− de´signant la fermeture de l’ide´al JB〈T 〉.
2.2. Normes spectrales.
2.2.1. La semi-norme spectrale9 associe´e a` une norme | | de K-alge`breA est de´finie par
(2.3) |a|sp := lim
m
|am| 1m
(ce n’est pas ne´cessairement une norme: on peut avoir |a|sp = 0 pour a non nul). On a
| |sp ≤ | |. Si | |sp = | |, c’est-a`-dire si | | est multiplicative pour les puissances, on dit que
| | est une norme spectrale, ou que A est une K-alge`bre norme´e spectrale. Dans ce cas,
Ao coı¨ncide avec A≤1, et Aß avec A<1.
Une norme de K-alge`bre A est multiplicative si et seulement si elle est spectrale et
Ao/Aß est inte`gre [5, 1.5.3]10.
9Comme dans le cas archime´dien, cette semi-norme a en effet une interpre´tation “spectrale”, du moins dans
le cas complet: c’est le supremum des semi-normes multiplicatives borne´es, qui sont les points du spectre de
Berkovich M(A).
10si |K| 6= |A|, il existe de telles alge`bres qui ne sont pas des corps value´s et telles queAo/Aß soit un corps
[5, 1.7.1].
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2.2.2. Une K-alge`bre norme´e A est dite uniforme si Ao est borne´. Il revient au meˆme
de dire que la norme est e´quivalente a` sa semi-norme spectrale associe´e. Il est clair, en
effet, que cette dernie`re condition entraıˆne que Ao est borne´, puisque Ao est contenue
dans la boule unite´ de la semi-norme spectrale; pour la re´ciproque, on observe que |a| ≤
|a|sp supb∈Ao |b|.
Toute alge`bre norme´e uniforme A est re´duite. Si |K| est dense dans R+, on a Aß =
KßAo = (Aß)2.
2.2.3. Exemples. (1) Toute K-alge`bre affinoı¨de (classique, i.e. quotient de
K〈T1, . . . , Tn〉) qui est re´duite est uniforme [5, 6.2.1]. En fait, dans ce cas, la
structure alge´brique de´termine la topologie et aussi la norme spectrale [5, 6.1.3, prop. 2].
(2) Si A est uniforme (resp. spectrale), il en est de meˆme de A〈T 〉: A〈T 〉o = Ao〈T 〉 est
borne´ (resp. est la boule unite´).
2.2.4. Un homomorphisme φ : A → B entre K-alge`bres norme´es uniformes est continu
si et seulement si φ(Ao) ⊂ Bo (et dans le cas ou` les normes sont spectrales, si et seulement
si ||φ|| ≤ 1). Il en de´coule que la norme spectrale d’une alge`bre norme´e uniforme est
l’unique norme spectrale compatible avec la topologie.
On en de´duit qu’uneK-alge`breA admet au plus une norme spectrale pour laquelle elle
est comple`te: en effet, si | |1, | |2 sont deux telles normes, on peut supposer, en remplac¸ant
la premie`re par le supremum des deux, que le morphisme identique (A, | |1)→ (A, | |2) est
continu. Par le the´ore`me de l’image ouverte de Banach [6, I.3.3, th. 1], | |1 est e´quivalente
a` | |2, donc ce morphisme est bicontinu et l’on conclut de ce qui pre´ce`de que | |1 = | |2.
La comple´tion d’une alge`bre norme´e uniforme est une alge`bre de Banach uniforme. Il
suit du the´ore`me de l’image ouverte qu’une alge`bre de Banach est uniforme si et seulement
si elle est comple`te pour la semi-norme spectrale (qui est alors une norme).
2.2.5. On note K-uBan (resp. A-uBan) la sous-cate´gorie pleine de K-Ban (resp.
resp. A-Ban) forme´e des alge`bres de Banach uniformes. Le plongement de K-uBan
dans K-Ban admet un adjoint a` gauche (uniformisation), donne´ par le comple´te´ se´pare´
relativement a` la semi-norme spectrale associe´e; par de´finition, l’uniformise´eAu de A est
donc spectrale. Le morphisme A → Au (unite´ d’ajonction) est un isomorphisme si et
seulement si A est uniforme.
La cate´gorie K-uBan admet un objet initial K et un objet final 0, des sommes amal-
game´esB⊗ˆuA C (uniformisation du produit tensoriel comple´te´), et donc des colimites finies.
En tant qu’adjoint a` gauche, l’uniformisation pre´serve les sommes amalgame´es, i.e. trans-
forme ⊗ˆ en ⊗ˆu. Si A est de Banach uniforme, le foncteur −⊗ˆuKA est adjoint a` gauche du
foncteur oubli A-uBan→ K-uBan11.
SiA → B est un morphisme dans K-uBan et J un ide´al ferme´ deA〈T 〉, le morphisme
canonique
(2.4) (B〈T 〉/JB〈T 〉)u → B⊗ˆuA(A〈T 〉/J)
est isome´trique (on peut munirA et B de leur norme spectrale, ainsi que les deux membres
de la formule (2.2)).
11Signalons que B⊗ˆA C peut ne pas eˆtre re´duite meˆme siA,B, C sont des corps de car. 0, cf. [11].
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2.2.6. Tout produit fibre´ (fini) d’alge`bres de Banach uniformes, muni de la norme supre-
mum, est uniforme; donc la cate´gorie des K-alge`bres de Banach uniformes admet des
limites finies.
Tout facteur d’une alge`bre de Banach uniforme est uniforme (en fait, dans une alge`bre
norme´eA, tout idempotent non nul e est de norme ≥ 1, et de norme 1 si A est spectrale);
plus pre´cise´ment, toute de´composition de A = B × C en tant qu’alge`bre provient d’une
de´composition dans la cate´gorie des alge`bres norme´es uniformes.
2.2.7. Remarque. Si C admet une base orthogonale sur A, et si B est spectrale, alors
B b7→b⊗1→ B⊗ˆuA C est isome´trique. En effet, |b⊗1|sp = limm |bm⊗1|
1
m = limm |bm| 1m =
|b| d’apre`s la rem. 2.1.3 2).
2.2.8. Exemple. Soit L une extension finie galoisienne de K de groupe G, munie de
l’unique valeur absolue qui prolonge celle de K (en particulier, G agit isome´triquement).
Alors L ⊗K L munie de la (semi-)norme produit tensoriel est une K-alge`bre de Banach
uniforme de dimension finie. L’homomorphisme canonique L ⊗K L →
∏
γ∈G
L est con-
tinu et bijectif, donc un isomorphisme d’alge`bres de Banach, de sorte que L⊗ˆuKL ∼=∏
γ∈G
L. L’alge`bre de Banach L ⊗K L est spectrale si et seulement si L ⊗K L →
∏
γ∈G
L
est isome´trique, ce qui e´quivaut a` dire que l’extension Loa de Koa est galoisienne dans le
cadre (Ko,Kß); dans le cas de valuation discre`te, ceci a lieu si et seulement si l’extension
de corps value´s L/K est non ramifie´e.
Le cas d’une extension infinie, beaucoup plus de´licat, est e´tudie´ en de´tail dans [11].
Dans toute la suite, on suppose que le corps re´siduel k est de caracte´ristique p > 0.
2.3. Dictionnaire.
2.3.1. Commenc¸ons par rappeler quelques ope´rateurs de fermeture. Soit R →֒ S une
extension d’anneaux commutatifs unitaires.
Un e´le´ment s ∈ S est dit entier (resp. presque entier12) sur R si ses puissances engen-
drent (resp. sont contenues dans) un sous-R-module de type fini de S. On note R+S (resp.
R∗S) leur ensemble. C’est un sous-anneau de S, la fermeture inte´grale (resp. comple`ment
inte´grale) de R dans S. On dit que R est inte´gralement ferme´ (resp. comple`tement
inte´gralement ferme´) dans S si R = R+S (resp. R = R∗S) (cf. e.g. [15]) . Alors que R+S
est inte´gralement ferme´ dans S, R∗S n’est pas ne´cessairement comple`tement inte´gralement
ferme´ dans S (cf. rem. 2.3.3 (2) ci-dessous). On a bien suˆr R+S ⊂ R∗S (avec e´galite´ si R
est noethe´rien).
Soit p un nombre premier. Un e´le´ment s ∈ S est p-radiciel sur R s’il existe n ∈ N tel
que spn ∈ R. On dit que R est p-radiciellement ferme´ dans S si tout e´le´ment p-radiciel est
dans R; autrement dit, si (s ∈ S, sp ∈ R) ⇒ s ∈ R. La fermeture p-radicielle de R dans
S, note´e R†S , est le plus petit anneau interme´diaire p-radiciellement ferme´ dans S. C’est la
re´union croissante des sous-anneaux Ri de´finis inductivement par R0 = R, Ri+1 = sous-
anneau de S engendre´ par les e´le´ments p-radiciels de Ri (cf. [1]). On a bien suˆr R†S ⊂ R+S ,
et R est p-radiciellement ferme´ dans S si et seulement si R = R†S .
12on verra dans le sorite 2.5.3 que cette terminologie, loin d’entrer en conflit avec celle de la presque-alge`bre,
consonne.
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Lorsque R est de car. p, ou bien lorsque S = R[ 1p ], l’ensemble des e´le´ments p-radiciels
de S sur R est un sous-anneau de S [27], qui coı¨ncide donc avec R†S .
´Etant donne´ un carre´ commutatif
R



// S

R′ 

// S′
on a des homomorphismes naturels R†S → R′†S′ , R+S → R′+S′ , R∗S → R′∗S′ (pour le premier,
on construit pas a` pas Ri → R′i).
La fermeture inte´grale de R dans S commute a` la localisation [7, V, §1, n. 5, prop. 16],
et il en est de meˆme de la fermeture p-radicielle comme on le ve´rifie imme´diatement. Ce
n’est pas vrai en revanche pour la fermeture comple`tement inte´grale [7, V, §1, ex. 12].
2.3.2. Voici un fragment de dictionnaire entre le langage de l’analyse fonctionnelle et
celui de l’alge`bre commutative.
Fixons ̟ ∈ Kß \ 0, et notons Γ ⊂ R le groupe de valuation correspondant: |̟|Γ =
|K×|. Pour tout s ∈ Γ, soit ̟s un e´le´ment de K× de norme |̟|s (les conside´rations
qui suivent ne de´pendent pas de tels choix). Un comple´te´-se´pare´ (̟-adique ou selon une
semi-norme) sera affuble´ d’un chapeau.
2.3.1. Sorite. (1) Soit A une K-alge`bre norme´e telle que |K| soit dense dans |A|.
Pour tout a ∈ A, on a
(2.5) |a| = |̟|r, avec r := sup{s ∈ Γ | ̟−sa ∈ A≤1}.
En particulier, la topologie deA≤1 est la topologie ̟-adique, etA est de Banach
si et seulement si A≤1 est ̟-adiquement comple`te.
(2) Re´ciproquement, soit A une Ko-alge`bre plate (i.e. sans ̟-torsion), et posons
A := A[ 1
̟
].
Pour tout a ∈ A, posons
(2.6) A |a| := |̟|r, avec r := sup{s ∈ Γ | ̟−sa ∈ A} ∈ R ∪ {+∞}.
(a) Cela de´finit une semi-norme surA, qui est une norme si et seulement si aucun
e´le´ment de A \ 0 n’est infiniment ̟-divisible; |K| est dense dans A |A|.
En outre Aˆ est aussi une Ko-alge`bre plate, Aˆ = Aˆ[ 1̟ ], et Aˆ≤1 = Â≤1.
(b) A<1 = KßA,
A≤1 = A si Γ est discret,
A≤1 = A∗ en ge´ne´ral13, avec A∗ := HomKo(Kß,A) =
⋂
s∈Γ>0
̟−sA.
(c) Un homomorphismeφ : A = A[ 1̟ ]→ A′ = A′[ 1̟ ] est continu si φ(A) ⊂ A′,
et est isome´trique si en outre φ−1A′ = A. Plus pre´cise´ment, un homo-
morphisme continu φ est isome´trique si et seulement si φ(A≤1) ⊂ A′≤1 et
l’homomorphisme induit A≤1/̟ → A′≤1/̟ est injectif.
13Notation emprunte´e a` la presque-alge`bre lorsque Γ est dense dans R, auquel casKß est un ide´al idempotent
de Ko, cf. §1; sinon, A∗ = A.
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(d) Si A ⊂ A′ est une sous-alge`bre telle que le quotientA′/A soit sans̟-torsion,
la restriction de A
′
| | a` A est A | |.
Si I est un ide´al de A tel que A/I soit sans ̟-torsion, A/I | | est la semi-
norme quotient de A | |. Re´ciproquement, pour tout ide´al I de A, alors
(A/I)≤1 = (A≤1/I≤1)∗.
(e) Soient B,C deux C-alge`bres sans ̟-torsion. Alors la semi-norme associe´e
a` (B ⊗A C)/(̟∞-torsion) est la semi-norme produit tensoriel (ou` ̟∞-
torsion de´signe la torsion ̟-primaire). Re´ciproquement, si B, C sont deux
A-alge`bres norme´es, on a
(B ⊗A C)≤1 = (B≤1 ⊗A≤1 C≤1)/(̟∞-tors) si Γ est discret,
(B ⊗A C)≤1 = ((B≤1 ⊗A≤1 C≤1)/(̟∞-tors))∗ sinon.
De meˆme pour les produits tensoriels comple´te´s.
(3) Le passage au quotient moduloAß (resp. a` la comple´tion) induit une bijection en-
tre les sous-Ko-alge`bres B ouvertes [comple`tement] inte´gralement ferme´es dans
Ao et les sous-k-alge`bres [comple`tement] inte´gralement ferme´es de la k-alge`bre
re´duite Ao/Aß (resp. les sous-Ko-alge`bres ouvertes inte´gralement ferme´es dans
Aˆo).
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Supposons |K| dense dans |A| (ce qui est le cas si Γ est dense dans R).
(4) Pour A comme ci-dessus et A = A[ 1̟ ], et avec les notations de 2.3.1:
A
†
A := {a ∈ A | ∃n, ap
n ∈ A}, A+A, A∗A := {a ∈ A | ∃m ∀n, ̟man ∈ A},
on a
(2.7) A†A ⊂ A+A ⊂ A∗A = (A∗)∗A = Ao
et (A†A)∗ = (Ao)∗ est la boule unite´ de la semi-norme spectrale associe´e a` | |.
En particulier, siA≤1 est noethe´rienne, sa fermeture inte´grale dansA est e´gale
a` Ao.
(5) Les conditions suivantes sont e´quivalentes:
(a) | | est spectrale,
(b) A≤1 = Ao,
(c) A≤1 = (A≤1)∗A (A≤1 est comple`tement inte´gralement ferme´ dans A),
(d) A≤1 = (A≤1)+A (A≤1 est inte´gralement ferme´ dans A),
(e) A≤1 = (A≤1)†A (A≤1 est p-radiciellement ferme´ dans A),
(f) (si |̟| ≥ |p| et 1p ∈ Γ) l’homomorphisme A≤1/̟ 1p
x 7→xp→ A≤1/̟ est
injectif.
(6) Si A est uniforme, on a
(2.8) Ao = (Ao)∗ = (A≤1)∗A.
et
(2.9) Âo = (Aˆ)o.
Proof. (1) L’e´galite´ |a| = |̟|r est claire si |a| ∈ |K×|; elle vaut donc pour tout a ∈ A
compte tenu de la densite´ de |K| dans |A|.
(2) (a) Que B | | soit une semi-norme non-archime´dienne de´coule directement de ce que A
est une Ko-alge`bre. C’est une norme si A est ̟-adiquement se´pare´e.
Par platitude de A, A/̟n−1 ·̟→ A/̟n est injectif pour tout n, d’ou`, en passant a` la
limite, le fait que Aˆ soit sans ̟-torsion.
Les e´galite´s Aˆ = Aˆ[ 1̟ ], Aˆ≤1 = Â≤1, de meˆme que les points (a) (b) et la premie`re
assertion de (c) re´sultent de la de´finition de la semi-norme (en notant que sup{s ∈ Γ>0} >
0 si Γ est discret, = 0 sinon). On a A | | = A≤1 | |.
Comple´tons la preuve de (c). Puisque |K| est dense dans A, φ est isome´trique si et
seulement siA≤1 φ→ A′≤1∩φ(A) est un isomorphisme. Comme l’injectivite´ deA≤1/̟→
A′≤1/̟ implique aussi celle de φ, on peut supposer φ injectif (et le noter comme une
inclusion pour alle´ger). Il suffit donc de s’assurer que A′≤1 ∩ 1̟A≤1 = A≤1 ⇒ A′≤1 ∩
A = A≤1 (la re´ciproque e´tant banale). Or pour tout n ≥ 1, A′≤1 ∩ 1̟A = A≤1 ⇒
̟nA′≤1 ∩ 1̟A≤1 = ̟nA′≤1 ∩A≤1, d’ou` aussi par re´currenceA′≤1 ∩ 1̟nA = A≤1.
La premie`re assertion de (d) re´sulte de (c) puisqu’on a A′∩A[ 1̟ ] = A. Pour la seconde,
en notant a¯ l’image d’un e´le´ment a ∈ A modulo I[ 1̟ ], on observe que A ∩ I[ 1̟ ] = I de
sorte que sup{s ∈ Γ | ̟−sa¯ ∈ A/I} = supi∈I[ 1̟ ] sup{s ∈ Γ | ̟−sa + i ∈ A}. Pour
l’assertion re´ciproque, on note queA≤1/II est sans ̟-torsion et on applique le point (b).
Pour (e), conside´rons une somme
∑
bn ⊗ cn avec |bn||cn| ≤ 1. Dans le cas discret
(resp. non discret), on la re´e´crit comme∑̟rnbn⊗̟−1rn cn avec rn e´gal a` (resp. infe´rieur
a`, mais arbitrairement proche de) la valuation de yn.
LEMME D’ABHYANKAR PERFECTOIDE 17
(3) Le cas de la comple´tion se de´duit du cas de la re´duction moduloAß. Celle-ci induit une
bijection entre sous Ko-alge`bres ouvertes B de Ao et sous-k-alge`bres B¯ de Ao/Aß. Le
point est de montrer que B et B¯ sont simultane´ment inte´gralement ferme´es. Cela de´coule
imme´diatement de l’observation suivante:
soient S un anneau, I un ide´al, R un sous-anneau de S contenant I , s un e´le´ment de S
et s¯ son image dans S/I . Alors s est entier sur R si et seulement si s¯ est entier sur R/I .
En effet, la re´duction modulo I induit une bijection entre sous-R-modules M de type
fini de S contenant R et sous-R/I-modules M¯ de type fini de S/I contenant R/I . Que s
soit entier sur R signifie que ses puissances engendrent un tel moduleM, et de meˆme mod-
ulo I (le meˆme argument vaut en remplac¸ant “inte´gralement ferme´” par “comple`tement
inte´gralement ferme´”).
(4) Rappelons queA∗A est l’ensemble des e´le´ments deA dont les puissances sont contenues
dans un sous-A-module de type fini. Puisque eˆtre contenu dans un sous-A-module de type
fini de A, c’est eˆtre borne´, on a A∗A = Ao.
La semi-norme | |† associe´e a` A†A est donne´e par |a|† = |̟|r
†
avec r† := sup{s ∈
Γ | ∃n, ̟−spnapn ∈ A≤1}. D’ou` |a|† = inf |apn |
1
pn , et par le lemme de Fekete,
|a|† = lim |apn | 1pn = |a|sp.
La formule |a|† = inf |apn | 1pn montre aussi que (A†A)∗ contient la boule unite´ de A
pour la semi-norme spectrale | |†. Par de´finition de Ao, et compte tenu de (2b), on a donc
Ao ⊂ (A†A)∗, et en dernie`re instance Ao∗ = (A†A)∗.
(5) Les e´quivalences (a) ⇔ (b) ⇔ (c) ⇔ (d) ⇔ (e) re´sultent de (2b) et (4), et si
|̟| ≥ |p| et 1p ∈ Γ, on a (e)⇔ (f).
(6) On peut supposer | | spectrale. Alors (2b) et (5b) entraıˆnent que (Ao)∗ = Ao. L’autre
e´galite´ suit de (2.7), de meˆme que Âo = (Aˆ)o via le point (2a) (avec | |sp). ✷
2.3.3. Remarques. (1) Ao/̟ 1
p
x 7→xp→ Ao/̟ est toujours injectif meˆme si A n’est pas
uniforme.
(2) Au point (3), il se peut que les inclusions A+A ⊂ A∗A = Ao ⊂ A| |sp≤1 soient strictes,
comme le montre l’exemple A = Ko[̟T, . . . , ̟i+1T pi , . . .] ⊂ Ko[T ]: on a |Tm| =
|̟|−1−[logpm], A = K[T ], Ao = A∗A = Ko + KßTKo[T ] et Ao∗A = A∗∗A = Ko[T ],
tandis que Ao+A = Ao. On voit la` un exemple de fermeture comple`tement inte´grale A∗A
qui n’est pas comple`tement inte´gralement ferme´e, et un exemple ou` Ao n’est pas la boule
unite´ de la norme spectrale.
2.3.4. Tirons-en les premiers fruits, en supposant |K| dense dans R+.
2.3.2. Corollaire. Le foncteur B 7→ Bo induit une e´quivalence de la cate´gorie des K-
alge`bres de Banach uniformes vers celle des Ko-alge`bres B ve´rifiant les proprie´te´s suiv-
antes:
(1) B est plate sur Ko,
(2) B est ̟-adiquement comple`te,
(3) B est [p-radiciellement/inte´gralement/comple`tement inte´gralement] ferme´e dans
B[ 1̟ ],
(4) B = HomKo(Kß,B).
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Un quasi-inverse est donne´ par B 7→ (B[ 1̟ ],
B | |) (a` valeurs dans les alge`bres spec-
trales). Idem pour les A-alge`bres de Banach uniformes (resp. Ao-alge`bres ve´rifiant (1) a`
(4)). ✷
Sous (4), les trois interpre´tations de (3) e´quivalent a`: B| | est spectrale (points (2)(b) et
(5) du sorite).
2.3.3. Corollaire. Soit B une K-alge`bre de Banach uniforme. Il y a bijection entre les
idempotents de B, ceux de Bo, ceux de Bo/̟, et ceux de Bo/Bß.
On peut supposer B spectrale. Pour la premie`re bijection, voir 2.2.6. Pour la seconde, le
point est que Bo est ̟-adiquement comple`te; pour la troisie`me, que le noyau de Bo/̟→
Bo/Bß est un nil-ide´al. ✷
2.3.4. Lemme. Soient A une K-alge`bre de Banach uniforme et m un ide´al idempotent
de Ao tel que Kßm = m. Conside´rons l’endofoncteur des Ao-alge`bres donne´ par les
presque-e´le´ments du localise´, dans le cadre (Ao,m)14:
(2.10) B 7→ (Ba)∗ = HomAoa(Aoa,Ba) = HomAo(m˜,B).
Ce foncteur respecte chacune des conditions (1) a` (4) du corollaire pre´ce´dent. En par-
ticulier, le foncteur des presque-e´le´ments est adjoint a` droite de ( )a sur la cate´gorie des
Ao-alge`bres ve´rifiant (1) a` (4), donc commute aux limites.
Proof. (1): si B est sans ̟-torsion, il en est de meˆme de HomAo(m˜,B).
(2) est plus de´licat car le foncteur B 7→ (Ba)∗, qui commute aux limites, ne com-
mute pas au quotient par ̟n en ge´ne´ral. On a toutefois un morphisme canonique
u : (̂Ba)∗ → (Bˆa)∗ obtenu en prenant la limite des morphismes HomAo(m˜,B)/̟n →
HomAo(m˜,B/̟
n). Ces derniers sont injectifs (le noyau de HomAo(m˜,B) →
HomAo(m˜,B/̟
n) est l’image de HomAo(m˜, ̟nAo ⊗Ao B) = ̟nHomAo(m˜,B) →
HomAo(m˜,B)), donc u est injectif. Du triangle commutatif
HomAo(m˜,B)

// limHomAo(m˜,B)/̟
n
u

HomAo(m˜, limB/̟
n) = limHomAo(m˜,B/̟
n)
on de´duit que si B est ̟-adiquement comple`te, u est inverse a` gauche du morphisme de
comple´tion (Ba)∗ 7→ (̂Ba)∗. C’est donc un isomorphisme.
(3): soit f ∈ HomAo(m˜,B)[ 1̟ ] tel que ̟f, fp ∈ HomAo(m˜,B). Alors pour tout η ∈ m˜,
on a ̟f(η), f(η)p ∈ B. Par hypothe`se ceci implique f(η) ∈ B. On conclut que f ∈
HomAo(m˜,B).
(4): HomKo(Kß,HomAo(m˜,B)) = HomAo(Kß ⊗Ko Ao,HomAo(m˜,B)) =
HomAo(Kß ⊗Ko m˜,B) = HomAo(m˜,B). ✷
2.3.5. Remarques. (1) En revanche, l’adjoint a` gauche ( )!! de ( )a ne respecte pas les
conditions (2) a` (4). Mais on peut le modifier en un adjoint a` gauche ( )!ˆ! de ( )a sur la
cate´gorie des Ao-alge`bres B ve´rifiant (1) a` (4). Il suffit de
a) quotienter B!! par la torsion ̟-primaire (pour assurer (1)),
b) comple´ter pour assurer (2),
c) passer a` la fermeture [p-radicielle/inte´grale] dans le 1̟ -localise´ (ce qui assure (3)),
14On passe du cadre initial (Ko,Kß) a` (Ao,m) via (Ao,KßAo = Aß), le sens de “presque” e´tant le meˆme
dans (Ko,Kß) et dans (Ao,KßAo) (cf. §1.5).
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d) prendre les presque-e´le´ments dans le cadre (Ko,Kß) (ce qui assure (4)),
compte tenu de ce que chacune de ces ope´rations est un re´flecteur (d’apre`s le sorite 2.3.1
(4), elles ne se de´truisent pas l’une l’autre - les deux dernie`res reviennent a` passer a`
l’anneau des e´le´ments de puissances borne´es dans le 1̟ -localise´).
(2) De meˆme, le coproduit de la cate´gorie des Ao-alge`bres ve´rifiant (1) a` (4) n’est pas ⊗
(qui ne respecte pas (2) ni (3) ni (4)) mais le bifoncteur donne´ par le comple´te´ B⊗ˆuAC de
la fermeture comple`tement inte´grale de (B⊗A C)/(̟∞-tors) dans (B⊗A C)[ 1̟ ].
2.3.6. L’extension de la presque-alge`bre au contexte topologique pose proble`me: la
cate´gorie des modules topologiques et homomorphismes continus n’est pas abe´lienne.
Pour les alge`bres de Banach uniformes, on peut ne´anmoins en esquisser un avatar a` partir
des re´sultats pre´ce´dents: la cate´gorie Aaˆ-uBan des Aaˆ-alge`bres de Banach uniformes a
pour objets les K-alge`bres de Banach uniformes, note´es Baˆ, et les morphismes Baˆ → Caˆ
sont les morphismes Boa → Coa (dans le cadre (Ao,m)).
Si le cadre est (Ko,Kß), cette cate´gorie est bien entendu isomorphe a` celle des K-
alge`bres de Banach uniformes.
On a un foncteur e´vident ( )aˆ : A-uBan→ Aaˆ-uBan qui est l’identite´ sur les objets.
D’apre`s le lemme pre´ce´dent, ( )aˆ admet un adjoint a` droite ( )∗ˆ dont l’unite´ d’adjonction
est
(2.11) B → (Baˆ)∗ˆ = (Boa)∗[ 1
̟
] = HomAo(m˜,Bo)[ 1
̟
] = HomcontA (m˜⊗A,B).
Ce morphisme est injectif si m agit fide`lement sur B. On a ((Baˆ)∗ˆ)o = HomAo(m˜,Bo).
D’autre part, ( )aˆ admet un adoint a` gauche encore note´ ( )!ˆ!.
Comme on le verra ci-dessous (§2.5.4), l’inclusion dans l’alge`bre des presque-e´le´ments
(Baˆ)∗ˆ ⊂ (Ba)∗ := HomAo(m˜,B) = HomA(m˜⊗A,B)
n’est pas une e´galite´ en ge´ne´ral. On a toutefois:
2.3.5. Lemme. Soit B φ→ C un morphisme de A-alge`bres de Banach uniformes, et soit
Bo φ
o
→ Co sa restriction. Alors, dans le cadre (Ao,m), φ est un presque-isomorphisme si et
seulement si φo l’est (c’est-a`-dire si φaˆ est un isomorphisme).
Proof. Il est clair que si (φo)a est un isomorphisme, il en est de meˆme de φaˆ, et que si φaˆ
est un monomorphisme, il en est de meˆme de (φo)a. Prouvons que si φaˆ = (φo)a[ 1̟ ] est
un isomorphisme, (φo) est presque surjectif.
Si φaˆ = φoa est un isomorphisme, il en est de meˆme de (φa)!ˆ! = (φoa)!ˆ![
1
̟ ] (cf. rem.
2.3.5). On a donc un diagramme commutatif
(Boa)!!

// (Boa)!ˆ!

// Bo
φo

(Coa)!! // (Coa)!ˆ! // Co
dans lequel la fle`che verticale du milieu est un isomorphisme, et le compose´ des fle`ches du
bas est un presque-isomorphisme. Cela implique que φo est presque surjectif. ✷
2.4. Extensions entie`res d’alge`bres norme´es uniformes.
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2.4.1. Soit A une K-alge`bre norme´e uniforme. Soit B une extension de A, munie d’une
norme prolongeant celle de A. On a A ∩ Bo = Ao.
2.4.1. Lemme. (1) La fermeture comple`tement inte´grale de Ao dans B est contenue
dans Bo. En particulier, Ao est comple`tement inte´gralement ferme´ dansA.
Supposons qu’un groupe fini G agisse sur B et que BG = A.
(2) Supposons que G pre´serve la norme (ce qui est le cas en particulier si celle-ci est
spectrale comple`te). Alors BG = Ao, B est entier sur A, Bo est entier sur Ao, et
la fermeture inte´grale de Ao dans B est Bo.
(3) Supposons en outre B soit uniforme. Alors | |sp est l’unique norme spectrale G-
invariante sur B e´tendant la norme spectrale de A.
(4) Supposons de surcroıˆt que la norme de B soit spectrale, et soit g un e´lement de
A. Si la multiplication par g dans A est injective (resp. isome´trique), il en est de
meˆme de la multiplication par g dans B.
Proof. (1) Soit b ∈ B tel qu’il existe un sous-Ao-module de type fini de B qui contient
toutes les puissances de b. CommeAo est borne´ et A → B est continu, ce sous-module est
borne´, donc b ∈ Bo.
(2) Par hypothe`se, G pre´serve Bo. On a BG = A ∩ Bo = Ao. Par ailleurs, tout anneau
muni d’une action d’un groupe fini est entier sur l’anneau des invariants [7, V, §1, n. 9,
prop. 22]. En particulier, B est entier sur A et Bo est entier sur Ao. Compte tenu du point
(1), cela entraıˆne que Bo est la fermeture inte´grale de Ao dans B.
Notons par ailleurs que si la norme est spectrale comple`te, elle est unique avec cette
proprie´te´ (cf. 2.2.2), donc pre´serve´e par G.
(3) | |sp est une norme spectrale G-invariante e´tendant la norme spectrale de A. Soit | |′
une autre telle norme. Soit b ∈ B et conside´rons le polynoˆme
∏
γ∈G
(T − γ(b)) = T d+
i=d∑
i=1
aiT
d−i ∈ A[T ]. D’apre`s [5, 3.1.2, prop.1], on a
(2.12) max
γ
|γ(b)|′ = max |ai| 1i ,
d’ou` maxγ |γ(b)|′ = maxγ |γ(b)|sp, et on conclut que | |′ = | |sp par G-invariance.
(4) de´coule de la meˆme formule: si b ∈ B est remplace´ par ab (a ∈ A), les ai le sont par
aiai, de sorte que |ab| = max |aiai| 1i . ✷
2.4.2. Remarque. Sans l’hypothe`se d’invariance de la norme dans (2), Bo peut ne pas eˆtre
entier sur Ao. Sous l’hypothe`se (2), B n’est pas ne´cessairement fini sur A, et meˆme s’il
l’est, Bo n’est pas ne´cessairement fini surAo, comme le montrent les exemples ci-dessous.
2.4.3. Exemples prophylactiques. (1) Soit V un anneau de valuation discre`te complet de
car. 6= 2, d’uniformisante ̟. Soient A = V [[T ]] et B la fermeture inte´grale de A dans
une extension finie galoisienne de groupe G du corps de fractions Q(A) de A; B est alors
une extension finie de A. Munissons A = A[ 1̟ ], resp. B = B[ 1̟ ], de la norme
A | |
(norme multiplicative ̟-adique), resp. B | |. Ce sont des alge`bres de Banach uniformes,
on a Ao = A, Bo = B, et G agit par isome´tries.
Soit par exemple B = A[U ]/(U2 − TU + ̟), de sorte que B = A[√T 2 − 4̟]. Le
polynoˆme U2−TU +̟ est irre´ductible sur Q(A), mais se factorise dans Q̂(A), et meˆme
dans Â[ 1T ]: les racines sont u =
̟
T
+
∞∑
1
(1 · 3 · 5 · · · (2n− 1))2n̟n+1
(n+ 1)!T 2n+1
et T−u. Ainsi
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B admet deux normes multiplicatives induisant celle de A, pour lesquelles U , resp. T −U ,
est une unite´. L’alge`bre B′ := B[ 1̟ ] munie de cette dernie`re norme (non G-invariante ni
comple`te) contient U̟ = 1T−U qui est de norme 1 mais n’est pas entier sur A. La topologie
de (B′)o est la topologie̟-adique, tandis que celle induite sur B n’est pas ̟-adique, mais
U -adique (moins fine).
(2) Supposons K parfait de caracte´ristique 2. Soit A = ̂Ko[[T 12∞ ]] ⊗Ko K, et soit B la
cloˆture radicielle de l’extension quadratiqueA[U ]/(U2− TU − 1). Entie`re surA, elle est
contenue dans 1T (A+AU). On calcule
U
1
2 = T−
1
2 (U − 1), . . . , U 12i = T− 12− 14 ···− 12i (U − αi), αi ∈ A,
d’ou` B/A =
⋃
i
T−
1
2−
1
4 ···−
1
2i UA = U
T
T
1
2∞A, qui n’est pas de type fini surA. Donc B
ne l’est pas non plus. Par ailleurs, une re´traction A-line´aire de A → B enverrait U 12i sur
1+ai ∈ A avec ai = T
1
2i (1+ai−1). Or a0 = T
1
2 (1+a1) = T
1
2+· · ·+T 12i−1 +T 12i (1+ai)
et pour i→∞, la se´rie ne converge pas dans A. Une telle re´traction n’existe donc pas.
(3) Meˆme si B est finie sur A et si A → B est scinde´e, Bo n’est pas ne´cessairement finie
sur Ao, et l’application Ao-line´aire Ao → Bo n’est pas ne´cessairement scinde´e, comme
l’illustre un autre avatar du paradoxe de Ze´non: prenons pour A le corps K pre´ce´dent lui-
meˆme, et pour B l’extension quadratique K[U ]/(U2 −̟U − 1), ou` ̟ ∈ Koo \ 0. Alors
Bo est la fermeture inte´grale de Ko dans B, et c’est aussi la cloˆture radicielle de Ko[U ],
mais leKo-moduleBo/Ko = U
̟
̟
1
2∞Ko n’est pas de type fini, et il n’y a pas de re´traction
Ko-line´aire de Ko → Bo. Pour un exemple diadique de meˆme farine, voir [5, 6.4.1].
2.4.4. Passons aux extensions e´tales finies d’alge`bres de Banach uniformes.
2.4.2. Lemme. Soit A une K-alge`bre de Banach uniforme. L’oubli de la norme induit un
foncteur pleinement fide`le
{A-alge`bres de Banach uniformes e´tales finies} → {A-alge`bres e´tales finies}.
Proof. La fide´lite´ est claire. Pour la ple´nitude, observant qu’un quotient B′ d’une A-
alge`bre e´tale finie B est facteur direct (Spec B′ est ouvert et ferme´ dans Spec B), on se
rame`ne au cas des isomorphismes, qui sont isome´triques en vertu de l’unicite´ de la norme
spectrale comple`te. ✷
2.4.5. Remarque. C’est en fait une e´quivalence de cate´gories, voir [19, prop. 2.8.16 (b)]
(compte tenu de ce que B est une A-alge`bre finie projective en tant que module, elle est
munie d’une classe d’e´quivalence canonique de normes comple`tes; le point de´licat est de
ve´rifier qu’elles sont uniformes). Nous n’aurons pas besoin de ce fait.
2.5. Monomorphismes (et recadrage).
2.5.1. Les monomorphismes de K-uBan sont les homomorphismes continus injectifs.
Il est clair que tout morphisme injectif φ : A → B est un monomorphisme. Pour la
re´ciproque, on peut supposer A non nulle; alors K ⊕ kerφ ⊂ A est une sous-alge`bre de
Banach deA. On conclut en conside´rant les deux morphismesK⊕kerφ→ A qui envoient
kerφ sur lui-meˆme et sur 0 respectivement.
Cela de´coule aussi formellement du fait que K-uBan admet des objets libres: S 7→
K〈Ts〉s∈S est adjoint a` gauche du foncteur oubli K-uBan→ Ens.
22 YVES ANDR ´E
2.5.2. Supposons |K| dense dans R+. Les recadrages du type conside´re´ au §2.3.6 don-
nent parfois naissance a` des monomorphismes d’alge`bres de Banach uniformes, cf. (2.11).
Examinons en de´tail le cas, fondamental dans la suite, du passage du cadre (Ko,Kß) au
cadre
(V = Ko〈T 1p∞ 〉 := ̂Ko[T 1p∞ ], m = T 1p∞Vß = (T ) 1p∞KßVß).
On a K〈T 1p∞ 〉o = Ko〈T 1p∞ 〉, et m est plat donc m = m˜.
Si B est uneK-alge`bre de Banach uniforme, la donne´e d’un morphismeK〈T 1p∞ 〉o → B
e´quivaut a` celle d’une suite (g
1
pm ) compatible de racines pm-ie`mes d’un e´le´ment g ∈ Bo
(g 1pm sera l’image de T 1pm ).
2.5.1. Lemme. Soient B une K〈T 1p∞ 〉-alge`bre de Banach uniforme, et g l’image de T .
(1) L’homomorphisme canonique (Boa)∗ → Bo[ 1g ] est injectif, et son image est ̟-
adiquement comple`te et e´gale a`
(2.13) g− 1p∞ Bo := ∩ g− 1pm Bo.
(2) L’homomorphisme Bo → (Boa)∗ est injectif si et seulement si g n’est pas diviseur
de ze´ro dans B.
(3) L’homomorphisme (Bo∗)/̟ → (Bo/̟)∗ est injectif.
Proof. (1) On a m = lim−→
·T
1
pm
− 1
pm+1
V, d’ou`
(2.14) (Boa)∗ = HomV(m,Bo) = lim←−
·T
1
pm
− 1
pm+1
Bo.
En particulier, (Boa)∗ est re´duite tout comme Bo. Ceci entraıˆne que la multiplication par
g dans (Boa)∗ est presque injective: si gb = 0, alors (g 1pn b)pn = 0, donc g 1pn b = 0.
Enfin, comme (Boa)∗ est sans m-torsion, on conclut que (Boa)∗ → Bo[ 1g ] est injectif, et la
formule (2.14) montre que
(2.15) (Boa)∗ ∼= g−
1
p∞ Bo
qui est ̟-adiquement comple`te d’apre`s le lemme 2.3.4. (2) en de´coule.
(3) Comme Bo est sans ̟-torsion, on a une suite exacte
0→ lim←−·g 1pm − 1pm+1 B
o ·̟→ lim←−·g 1pm − 1pm+1 B
o → lim←−·g 1pm − 1pm+1 (B
o/̟) . ✷
Pour comparer (g−
1
p∞ Bo)[ 1̟ ] a` g−
1
p∞ B (qui la contient), de´finissons, pour tout e´le´ment
b ∈ g− 1p∞ B, la quantite´
(2.16) |b|
g
− 1
p∞ B
:= sup
m
|g 1pm b|B ∈ R ∪ {+∞}.
Elle ve´rifie les proprie´te´s d’une norme excepte´ qu’elle peut prendre la valeur +∞.
L’ensemble des b ∈ g− 1p∞ B pour lesquels |b|
g
− 1
p∞ B
< ∞ forme une alge`bre de Ba-
nach uniforme (spectrale si B l’est). L’alge`bre spectrale associe´e n’est autre que Baˆ∗ˆ (cf.
2.3.6): le sous-anneau (g− 1p∞ B)o forme´ des e´le´ments dont les puissances sont borne´es eu
e´gard a` | |
g
− 1
p∞ B
ve´rifie
(2.17) (g− 1p∞ B)o = g− 1p∞ Bo,
car b ∈ (g− 1p∞ B)o ⇔ supℓ,m |(g
1
pm b)ℓ| <∞⇔ b ∈ g− 1p∞ Bo.
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2.5.2. Lemme. Si g est inversible dans B, alors Bo = g− 1p∞ Bo.
Proof. Par uniformite´, il existe alors une suite λm ∈ Ko, de norme tendant vers 1, telle
que λmg−
1
pm ∈ Bo. Tout b ∈ g− 1p∞ Bo ve´rifie alors λmb ∈ Bo, d’ou` b ∈ Bo. ✷
2.5.3. Remarques. (1) Si la multiplication par g est isome´trique, Bo[ 1g ] ∩ B = Bo, les
ide´aux g
1
pm Bo de Bo sont ferme´s, Bo →֒ g− 1p∞ Bo est isome´trique, et | |
g
− 1
p∞ B
est une
norme qui fait de g−
1
p∞ B une alge`bre de Banach uniforme. On a alors
(2.18) g− 1p∞ B = g− 1p∞ Bo[ 1
p
] = B∗
dans le cadre (Ko[T 1p∞ ], (T ) 1p∞KßKo[T 1p∞ ]). En revanche, si la multiplication par g
n’est pas isome´trique et meˆme si g est non-diviseur de ze´ro, non seulement l’inclusion
Bo →֒ g− 1p∞ Bo n’est pas ne´cessairement isome´trique, mais g− 1p∞ Bo[ 1̟ ] peut eˆtre dis-
tincte de g−
1
p∞ B comme le montre l’exemple ci-dessous.
(2) L’inclusion Bo ⊂ g− 1p∞ Bo est en ge´ne´ral stricte, meˆme si la multiplication par g est
isome´trique, comme le montre l’exemple du comple´te´ de K + T
1
p∞
1 K〈T
1
p∞
1 , T
1
p∞
2 〉 dans
K〈T
1
p∞
1 , T
1
p∞
2 〉, g = T1.
2.5.4. Exemple prophylactique. Supposons K parfait de car. p. La Ko-alge`bre parfaite
Ko〈T
1
p∞
1 , (̟
mT
1
pm
1 T2)
1
p∞ 〉m∈N est de la formeBo pour uneK〈T
1
p∞
1 〉-alge`bre de Banach
uniforme B. On a B = T−
1
p∞
1 Bo[ 1̟ ], distinct de T
− 1p∞
1 B = K〈T
1
p∞
1 , T
1
p∞
2 〉.
2.5.5. Supposons g non-diviseur de ze´ro. Rappelons que la fermeture comple`tement
inte´grale de Bo dans Bo[ 1g ] (resp. B[ 1g ] = Bo[ 1̟g ]) est
(2.19) Bo ∗Bo[ 1g ] := {b ∈ B
o[
1
g
] | ∃m ∀n, gmbn ∈ Bo}
(2.20) (resp. Bo ∗B[ 1g ] := {b ∈ B[
1
g
] | ∃m ∀n, (̟g)mbn ∈ Bo}),
et remarquons en passant que si G est un groupe d’automorphismes de Bo qui fixe g, on a
(2.21) (Bo ∗B[ 1g ])
G = BoG ∗BG[ 1g ].
2.5.3. Sorite. Soient B une K〈T 1p∞ 〉-alge`bre de Banach uniforme (voire une alge`bre
norme´e uniforme), et g l’image de T . Les conditions suivantes sont e´quivalentes:
(1) g− 1p∞ Bo = (g− 1p∞ Bo)†
Bo[ 1g ]
(g− 1p∞ Bo est p-radiciellement ferme´ dans Bo[ 1g ]),
(2) g− 1p∞ Bo = (g− 1p∞ Bo)†
B[ 1g ]
(g− 1p∞ Bo est p-radiciellement ferme´ dans B[ 1g ]),
(3) g− 1p∞ Bo = (Bo)∗
Bo[ 1g ]
,
(4) g− 1p∞ Bo = (Bo)∗
B[ 1g ]
,
(5) g− 1p∞ Bo est comple`tement inte´gralement ferme´ dans Bo[ 1g ] .
(6) g− 1p∞ Bo est comple`tement inte´gralement ferme´ dans B[ 1g ] .
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Proof. On a g− 1p∞ Bo ⊂ Bo ∗
Bo[ 1g ]
⊂ Bo ∗
B[ 1g ]
⊂ (g− 1p∞ Bo)∗
B[ 1g ]
et (6) implique toutes les
autres conditions. Il reste a` prouver (1)⇒ (2)⇒ (6).
(1)⇒ (2): on peut supposer B spectrale. Soit b ∈ B[ 1g ] tel que bp ∈ g−
1
p∞ Bo. Soit m tel
que gmb ∈ B. On a (gmb)p ∈ Bo, d’ou` gmb ∈ Bo. Donc b ∈ Bo[ 1g ] compte tenu du point
(5) du sorite 2.3.1, et (1) implique b ∈ g− 1p∞ Bo.
(2) ⇒ (6): Soit b ∈ (g− 1p∞ Bo)∗
B[ 1g ]
: il existe m tel que pour tout n, (̟g)mbpn ∈
g−
1
p∞ Bo, donc ̟ m
pn
g
m
pn b ∈ g− 1p∞ Bo d’apre`s (1). Ceci valant pour tout n, on conclut
que b ∈ g− 1p∞ Bo compte tenu du point (6) du sorite 2.3.1. ✷
2.5.6. Remarque. Ce dernier argument montre plus ge´ne´ralement que pour anneau R
contenant un suite compatible t
1
pm de racines d’un non-diviseur de ze´ro t, R∗
R[ 1t ]
=
t−
1
p∞R†
R[ 1t ]
.
2.6. Epimorphismes (et localisation).
2.6.1. Dans K-uBan, tout morphisme d’image dense est un e´pimorphisme. Un
e´pimorphismeφ est dit extre´mal si dans toute factorisation φ = µ◦λ ou` µ est un monomor-
phisme, µ est un isomorphisme. Dans K-uBan, tout morphisme A φ→ B admet une fac-
torisation canonique A ψ→ (A/kerφ)u χ→ B et ψ est e´pimorphisme extre´mal (il n’est
toutefois pas clair que χ soit un monomorphisme, ni donc que tout e´pimorphisme extre´mal
soit de la forme ψ). Tout morphisme φ surjectif est un e´pimorphisme extre´mal, car la
norme de B est alors e´quivalente a` la semi-norme quotient de la norme de A en vertu du
the´ore`me de l’image ouverte de Banach.
2.6.2. Passons a` un autre cas, la localisation uniforme utilise´e en ge´ome´trie analytique
sur K. Si f1, . . . , fn, f ∈ A engendrent l’ide´al unite´, on note (fU − fi)−i l’adhe´rence de
l’ide´al engendre´ par les fU − fi et on pose
(2.22) A{f1, . . . , fn
f
} := A〈U1, . . . , Un〉/(fUi − fi)−i .
C’est la A-alge`bre de Banach universelle B pour laquelle l’image de f est inversible et
les fi/f sont contenus dans Bo, cf. [5, 6.1.4]15. Le morphisme A → A{ f1,...,fnf } est
un e´pimorphisme de K-alge`bres de Banach car A[ 1f ] → A{ f1,...,fnf } est d’image dense
(noter queA→A[U1, . . . , Un]/(fUi−fi)i se factorise a` travers un isomorphismeA[ 1f ]
∼→
A[U1, . . . , Un]/(fUi − fi)i puisque f1, . . . , fn, f engendrentA).
De´taillons le cas fondamental pour la suite ou` i = 1 et f1 = 1:
(2.23) A{ 1
f
} := A〈U〉/(fU − 1)−.
C’est donc la A-alge`bre de Banach universelle B pour laquelle l’image de f est inversible
d’inverse contenu dans Bo. On a A{ 1f } = 0 si f ∈ Aß (fU − 1 est alors inversible).
2.6.1. Lemme. [21, prop. 2.3] Si A est uniforme, l’ide´al (fU − 1) de A〈U〉 est ferme´.
15Cette re´fe´rence se place dans le contexte ou` A est affinoı¨de, de sorte que l’ide´al (fU − fi)i est ferme´.
Quitte a` substituer (fU − fi)−i , les arguments de loc. cit. valent pour une K-alge`bre de Banach quelconque.
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L’argument, qui utilise la transforme´e de Gelfand, est re´e´crit de manie`re peut-eˆtre plus
transparente dans [19, 2.8.8]. ✷
Fixons λ ∈ Ko tel que g := λf soit dans Ao. Voyons
(2.24) A{λ
g
} := A{ 1
f
}
comme K〈T 〉-alge`bre de Banach (T 7→ g), et notons ιλ/g : A → A{λg } le morphisme
canonique. On a une isome´trie (cf. formule (2.2))
(2.25) A{λ
g
} ∼= A⊗ˆK〈T 〉K〈T 〉{
λ
T
},
et A{λg } = 0 si g ∈ λAß. Les proprie´te´s suivantes sont faciles a` ve´rifier:
- si |λ| ≤ |µ|, on a un morphisme canonique A{λg 〉 → A{µg }, et le morphisme canon-
iqueA{µg } → A{λg }{µg } est un isomorphisme.
- si |g − h| < |λ|, on a un isomorphisme canonique A{λg } ∼= A{λh} (conside´rer le
de´veloppement 1
h
− 1
g
=
∞∑
1
λ−m−1(g − h)m(λ
g
)m+1).
- ∀a ∈ A, |ιλ/g(a)| = inf
m
|( g
λ
)ma|A.
2.6.3. Exemples. (1) Pour l’alge`bre spectrale A = K〈T 〉, on a K〈T, λT 〉 := A{ λT } =
A{ λT }u: c’est l’alge`bre spectrale des fonctions analytiques sur la “couronne ferme´e” de
rayons (λ, 1), et K〈T, λT 〉o = Ko〈T, λT 〉 est la sous-alge`bre des fonctions borne´es par 1.
La norme n’est multiplicative que si λ = 0 ou |λ| = 1 (notons qu’en ge´ne´ral, si A est une
K-alge`bre de Banach multiplicativement norme´e, A{ 1g } = A{ 1g}u est une sous-alge`bre
de Banach du comple´te´ Q̂(A) du corps de fractions de A).
(2) Les alge`bres de Banach K〈T, λT 〉 et K〈T, λ
2
T 2 〉 sont isomorphes mais non isome´triques:
la premie`re est spectrale, mais pas la seconde (la norme de λT est |λ|−1 > 1).
Il peut arriver que A{λg } ne soit pas uniforme, cf. [21, §3] (ceci n’arrive pas si A est
affinoı¨de re´duite munie de sa norme spectrale, [5, 7.2.3, prop. 4]).
Quoi qu’il en soit, A → A{λg }u est un e´pimorphisme dans K-uBan, car l’image
de A[ 1g ] est dense dans A{λg }u. Le foncteur A → A{ λT ·1}u est adjoint de l’inclusion
dans K〈T 〉-uBan de la sous-cate´gorie pleine forme´e dans alge`bres B telles que T.1 soit
inversible et contenu dans Bo.
Si |K| est dense dans |A|, on a, avec le sorite 2.3.1 (2)(4)
(2.26) (A{λ
g
}u)≤1 = (A{λ
g
}u)o = A{λ
g
}o∗ = Ao〈
λ
g
〉∗
Ao〈λg 〉[
1
̟ ]
=
̂
Ao[λ
g
]∗
A[λg ]
,
ainsi que
(2.27) A{λ
g
}o =
̂
Ao[λ
g
]+
A[ λg ]
(cf. [19, 2.5.9 (d)]; c’est cet anneau qui intervient dans la the´orie des espaces de Huber).
2.6.2. Lemme. On suppose g ∈ A non diviseur de ze´ro. Soit ι : A →֒ A′ un monomor-
phisme d’alge`bres de Banach tel queA′ soit contenue dans A[ 1g ] (en tant que A-alge`bre).
Alors le morphisme induitA{λg } → A′{λg } est un isomorphisme d’alge`bres de Banach.
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Proof. (d’apre`s O. Gabber). Pour tout n ∈ N, soit Vn le sous-espace ferme´ de A′ × A
forme´ des couples (a′, a = gna′). Via la projection selon la premie`re composante, l’espace
de Banach ⊕ˆVm se surjecte surA′. D’apre`s le the´ore`me de l’image ouverte et le the´ore`me
de Baire, il existe n tel que le sous-espace ferme´ ⊕m≤nVm se surjecte ouvertement sur
A′. Donc la multiplication par gn induit une application continueA′ → A, d’ou` aussi une
application continue A′{λg } → A{λg }. Composant avec la multiplication par g−n dans
A{λg }, on obtient un inverse continu du morphisme canoniqueA{λg } → A′{λg }. ✷
2.6.3. Lemme. On suppose A uniforme, et g non-diviseur de ze´ro. Alors Ao →
lim
λ→0
A{λ
g
}o est injectif.
Proof. En effet, on peut supposer | | spectrale. Pour tout a ∈ Ao \ 0 et tout λ ∈ Ko \ 0,
on a |a|A{ λg } = infm |(
g
λ
)ma|. Si |λ| ≤ |ga|, inf
m
|( g
λ
)ma| ≥ 1, donc l’image de a dans
A{λg }o n’est pas nulle. ✷
2.6.4. Remarques. (1) ιλ/g est injectif si et seulement si inf
m
|( g
λ
)ma|A = 0 ⇒ a = 0.
C’est le cas en particulier si la multiplication par g dans A est isome´trique. En revanche,
la multiplication par g dans A{λg }o n’est pas isome´trique si |λ| < 1, mais les morphismes
A{λg }u → A{µg }u sont tous injectifs (comme on le voit en prenant µ = 1 et en utilisant
la densite´ de A[ 1g ]).
(2) Le comple´te´ de Ko[T1, T2, T2T
i
1
̟i ]i≥1 est la boule unite´ Ao d’une K-alge`bre de Banach
uniforme A sans T1-torsion, mais on a ιλ/T1 (T2) = 0 si |λ| > |̟|, puisque T2 est alors
infiniment divisible par ̟ dans Ko[T1, T2, T2T
i
1
̟i ,
λ
T1
].
2.7. Produits (et transforme´e de Gelfand).
2.7.1. Les produits infinis d’alge`bres de Banach n’existent pas en ge´ne´ral: si A n’est pas
uniforme et si an est une suite non borne´e d’e´le´ments de Ao, la donne´e des morphismes
K 17→an→ A ne peut e´quivaloir a` celle d’un morphisme de K vers une alge`bre de Banach.
En revanche, du fait que les morphismes d’alge`bres munis d’une norme spectrale
ve´rifient ||φ|| ≤ 1, la cate´gorie des K-alge`bres de Banach uniformes a des produits quel-
conques (le produit vide e´tant l’alge`bre nulle):
(2.28)
u∏
Aα := {(aα) ∈
∏
Aα, |(aα)| := sup |aα|sp <∞}.
On a
(2.29) (
u∏
Aα)o =
∏
Aαo.
2.7.2. Exemple prophylactique. On peut se demander si toute K-alge`bre de Banach spec-
trale A se de´compose en produit uniforme A = ∏u Aα de K-alge`bres de Banach spec-
trales “connexes”16.
Il n’en est rien. Soit en effet B(A) l’alge`bre de Boole des idempotents de A (ou deAo,
c’est la meˆme chose). Une telle de´composition, qui e´quivaut a` Ao = ∏ Aαo, a lieu si et
16Une alge`bre de Banach uniforme est connexe (i.e. n’a d’autre idempotent que 0 et 1) si et seulement si son
spectre de Berkovich M(A) est connexe, cf. [4, cor. 7.4.2].
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seulement si B(A) est complet (toute famille a un supremum) et atomique (tout e´le´ment
non nul est le supremum d’une famille d’e´le´ments minimaux non nuls).
Inversement, partons d’une alge`bre de Boole B et construisons la K-alge`bre de Banach
uniforme A := (K〈Tb〉b∈B/(TbTb′−Tb∧b′ , Tb+T¬b′−1))u topologiquement engendre´e
par les idempotents Tb. On a B(A) ∼= B. Si B est par exemple une alge`bre de Boole
libre infinie - jamais comple`te ni atomique -, A n’admet pas de de´composition en produit
uniforme de facteurs connexes. En s’appuyant sur [4, cor. 9.2.7] (voir aussi [22]), on peut
d’ailleurs montrer que le spectre de BerkovichM(A) s’identifie au spectre maximal de B
(qui lui-meˆme s’identifie a` l’espace profini des composantes connexes de Spec A), et A a`
l’alge`bre des fonctions continues borne´es a` valeurs dans K sur cet espace.
2.7.3. La transforme´e de Gelfand d’une K-alge`bre de Banach uniformeA 6= 0 est
(2.30) ΓA :=
u∏
x∈M(A)
H(x),
le produit e´tant pris sur les points du spectre de Berkovich, c’est-a`-dire les semi-normes
multiplicatives borne´es, et H(x) de´signant le comple´te´ du corps re´siduel de x, cf. [4, cor.
1.3.2]. On a un monomorphisme canoniqueA → ΓA, qui est isome´trique si et seulement
siA est spectrale [4, 1.3.2]. Le spectreM(ΓA) est le compactifie´ de Stone-Cech deM(A)
discre´tise´ [4, 1.2.3], et l’application M(ΓA)→M(A) est la surjection canonique.
Cette construction de´finit un endofoncteur Γ de K-uBan: tout morphisme A f→ B
induit un homomorphisme “diagonal” continu H(x) →
u∏
f∗(y)=x
H(y) et on obtient Γ(f)
en prenant le produit uniforme lorsque x parcourtM(A). C’est un foncteur fide`le (puisque
B → ΓB est un monomorphisme), non plein.
On de´duit de la` qu’un homomorphisme continuA → B d’alge`bres de Banach spectrales
est isome´trique si le morphisme associe´ M(B)→M(A) est surjectif (la re´ciproque n’est
pas vraie comme le montre l’exemple du plongement de K〈T 〉 dans le comple´te´ de son
corps de fractions).
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2.8. Limites.
2.8.1. La cate´gorie des K-alge`bres de Banach uniformes a des e´galisateurs: les sous-
alge`bres repre´sentant ces e´galisateurs au sens usuel sont ferme´es. Comme elle a des pro-
duits, elle est comple`te, i.e. admet toutes les (petites) limites [20, V.2 cor. 2].
Dans le cas d’un syste`me projectif (Aα) de K-alge`bres de Banach uniformes indexe´
par un ensemble ordonne´ ({α},≤) (non ne´cessairement filtrant), la limite s’obtient comme
limite uniforme de´finie par
(2.31) ulimAα := {a = (aα) ∈ lim Aα, |a| := sup |aα|sp <∞}.
C’est bien une alge`bre de Banach uniforme (et meˆme spectrale), et on a (compte tenu de
ce que ( )o est la boule unite´ pour la norme spectrale)
(2.32) (ulimAα)o = lim Aαo.
En particulier, les conditions (1) a` (4) du cor. 2.3.2 sont pre´serve´es par passage a` la limite.
2.8.2. Exemples. (1) Soit (ri) une suite de re´els positifs tendant vers 1 en croissant. Alors
les alge`bres de fonctions analytiques en la variable T sur les “disques ferme´s” de rayon
ri forment un syste`me projectif de K-alge`bres de Banach uniformes, de limite uniforme
Ko[[T ]]⊗Ko K, l’alge`bre des fonctions analytiques borne´es sur le “disque unite´ ouvert”.
(2) Pour |̟| < 1, les alge`bres K〈T, ̟jT 〉 de fonctions analytiques sur les “couronnes
ferme´es” de rayons (|̟|j , 1) forment un syste`me projectif de K-alge`bres de Banach uni-
formes, de limite uniforme K〈T 〉: c’est le cas le plus simple du the´ore`me d’extension de
Riemann non archime´dien (cf. §4).
2.8.1. Lemme. Soit (Aα) un syste`me projectif de K-alge`bres de Banach uniformes, de
limite uniformeA. Alors l’homomorphisme canoniqueAo/̟→ lim(Aαo/̟) est injectif.
Proof. En effet, comme Aαo est sans ̟-torsion, on a une suite exacte 0 → limAαo ·̟→
limAαo → lim(Aαo/̟) . ✷
2.8.2. Lemme. Soit (Aα) un syste`me projectif deK〈T 1p∞ 〉-alge`bres de Banach uniformes.
La limite uniforme est canoniquement une K〈T 1p∞ 〉-alge`bre de Banach uniforme. Notons
g
1
m l’image de T 1m dans chaqueAα. On a un isomorphisme canonique
g−
1
p∞ limAαo ∼= lim g− 1p∞Aαo.
Proof. Cela de´coule, dans le cadre (Ko[T 1p∞ ], T 1p∞Kß[T 1p∞ ]), de ce que ()a et ()∗
pre´servent les limites; alternativement, de l’interversion de limites limm limα g−
1
pmAαo =
limα limm g
− 1pmAαo. ✷
Ce lemme s’applique notamment au cas du syste`me de localisations (A{̟jg }u) (qui con-
tiennent 1g ) et montre, compte tenu du lemme 2.5.2, que la limite uniforme A˜ ve´rifie
A˜o = g− 1p∞ A˜o.
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2.9. Colimites.
2.9.1. Soit (Bα) un syste`me inductif de K-alge`bres de Banach uniformes indexe´ par
un ensemble ({α},≤) filtrant. On munit colimBα de la semi-norme (spectrale) limite
|(bα)| = limα |bα|sp (bien de´finie en vertu de la monotonie), et on de´finit la colimite uni-
forme comme e´tant le comple´te´ se´pare´ ucolimBα de cette colimite semi-norme´e. Munie
de la norme induite, c’est une alge`bre de Banach uniforme (et meˆme spectrale).
On ve´rifie imme´diatement que la colimite filtrante uniforme est une colimite filtrante
dans K-uBan, et on a (ucolimBα)o = ̂colimBoα (avec la notation du sorite 2.3.1, on a
colimBoα | b| = limα |bα|sp).
Si les normes sont spectrales et les morphismes Bα → Bβ isome´triques, il en est de
meˆme de Bα → ucolimBβ .
2.9.2. Comme K-uBan admet des colimites filtrantes et des sommes amalgame´es ⊗ˆu
(donc tous les coe´galisateurs puisqu’il y a un objet initial), elle est cocomple`te, i.e. admet
toutes les (petites) colimites (cf. [20, IX th. 1, V th. 2]).
Les ucolim commutent aux ⊗ˆu, donc a` la localisation uniforme ( ){λg }u en vertu de la
formule (2.25).
2.9.3. Exemples. (1) SiK est de caracte´ristique p > 0, le comple´te´ de sa cloˆture radicielle
est ucolimK 1pi .
(2) Soient A une K-alge`bre de Banach spectrale, et g un e´le´ment de Ao. Voyons A
comme K〈T 〉-alge`bre via T 7→ g. Notons que K〈T 1pi+1 〉 admet la base orthogonale
1, T
1
pi+1 , . . . , T
p−1
pi+1 sur K〈T 1pi 〉. On pose
(2.33) A〈g 1pi 〉 := A⊗ˆuK〈T 〉K〈T
1
pi 〉, A〈g 1p∞ 〉 := ucolimA〈g 1pi 〉 = A⊗ˆuK〈T 〉K〈T
1
p∞ 〉.
Alors d’apre`s la rem. 2.2.7, A〈g 1pi 〉 → A〈g 1pi+1 〉 est isome´trique, et il en est donc de
meˆme de A → A〈g 1p∞ 〉. En outre, on a
(2.34) A〈g 1pi 〉 = (A〈T 1pi 〉/(T − g))u
(cf. formule (2.4)).
(3) Toute K-alge`bre de Banach uniforme B est colimite (uniforme) filtrante de K-alge`bres
affinoı¨des re´duites Bα, en telle manie`re que colimBα → B est bijectif [19, 2.6.2]. Il suffit,
pour tout sous-ensemble fini α ⊂ Bo, de prendre pour Bα l’alge`bre affinoı¨de re´duite image
dans B de l’objet libre K〈Ts〉s∈α sur α. L’homomorphisme colimBoα→Bo est clairement
surjectif, et il est injectif puisque chaque Boα → Bo l’est. D’ou` le re´sultat en comple´tant
puis inversant ̟.
Notons toutefois que les K-alge`bres affinoı¨des re´duites sont par de´finition topologique-
ment de pre´sentation finie. Mais elles ne sont pas de pre´sentation finie dans K-uBan au
sens cate´gorique, i.e. ne commutent pas aux colimites filtrantes, comme on le voit de´ja` avec
K〈T 〉: on a colimHom(K〈T 〉,Bα) = colimBoα, Hom(K〈T 〉, ucolimBα) = ̂colimBoα.
(4) Les alge`bres K〈 T̟i 〉 de fonctions analytiques sur les “disques ferme´s” de rayon |̟|i
forment un syste`me inductif deK-alge`bres de Banach uniformes. La colimite au sens usuel
est l’alge`bre des germes de fonctions analytiques en l’origine. La semi-norme limite est
donne´e par |∑ ajT j| := limimaxj|aj̟ij | = |a0| (compte tenu de ce que pour i >> 0,
maxj est atteint pour le premier j tel que aj 6= 0). La colimite uniforme est donc K, les
applicationsK〈 T̟i 〉 → K e´tant donne´es par l’e´valuation en 0.
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Ce dernier exemple est un cas particulier du re´sultat suivant (non utilise´ dans la suite de
l’article, mais qu’on pourra mettre en regard du th. 4.2.2 - colimite vs. limite, voisinages
tubulaires de f = 0 vs. comple´mentaires de voisinages tubulaires de g = 0).
2.9.1. Proposition. Soient B une K-alge`bre de Banach uniforme, et f ∈ Bo. On a un
isomorphisme canonique
(2.35) ucolimB{ f
̟i
}u ∼→ (B/fB)u
(ou` ( )u de´signe le comple´te´-se´pare´ pour la semi-norme spectrale associe´e).
Proof. Comme la norme de l’image f dans B{ f̟i }u est ≤ |̟|i, l’image de f dans
ucolimB{ f̟i }u est nulle. Par ailleurs, B{ f̟i }/f = B〈U〉/(f,̟iU − f) = B/f . On
en de´duit un diagramme
B
 ''❖
❖
❖
❖
❖
❖
❖
❖
❖
❖
❖
❖
❖
❖
ucolimB{ f̟i }u // (B/fB)uoo
ou` les deux triangles commutent. Pour conclure, il suffit de voir que les fle`ches partant de
B sont des e´pimorphismes. Or c’est clair pourB → (B/fB)u (e´pimorphisme extre´mal non
ne´cessairement surjectif) et B → B{ f̟i }, et les colimites pre´servent les e´pimorphismes.
✷
2.9.2. Corollaire. Soient A une K-alge`bre de Banach uniforme, et g ∈ Ao. On un iso-
morphisme canonique
(2.36) ucolimA〈T 1p∞ 〉{T − g
̟i
}u ∼→ A〈g 1p∞ 〉.
Proof. D’apre`s (2.34) et (2.35), on a ucolimiA〈T
1
pj 〉{T−g̟i }u
∼→ A〈g 1pj 〉, d’ou` le re´sultat
en passant a` la colimite uniforme sur j et intervertissant avec la colimite uniforme sur i. ✷
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3. LA CATE´GORIE BICOMPLE`TE DES ALGE`BRES PERFECTOI¨DES.
Il s’agit d’alge`bres de Banach uniformes A dont l’endomorphisme de Frobenius sur la
re´duction modulo p de Ao est surjectif. Nous passons en revue les proprie´te´s ge´ne´rales de
ces alge`bres, notamment le basculement et la pre´servation par extension finie e´tale. Nous
verrons aussi que les limites et colimites sont repre´sentables, et que le plongement de la
cate´gorie des alge`bres perfectoı¨des dans celles des alge`bres de Banach uniformes posse`de
un adjoint a` droite. Les colimites sont donc les colimites uniformes, mais les limites ne
sont pas les limites uniformes en ge´ne´ral.
On note F l’endomorphisme de Frobenius x 7→ xp de tout anneau commutatif de car-
acte´ristique p > 0.
3.1. Corps perfectoı¨des.
3.1.1. Soit K un corps complet pour une valeur absolue non archime´dienne non discre`te,
de corps re´siduel k de caracte´ristique p > 0 . Suivant [29, §3], on dira que K est un corps
perfectoı¨de s’il ve´rifie l’une des conditions e´quivalentes suivantes:
i) Ko/p F→ Ko/p est surjectif,
ii) Ko/̟ F→ Ko/̟ est surjectif (pour tout ̟ ∈ Kß \ 0 tel que pKo ⊂ ̟Ko)
iii) σ : Ko/̟ 1
p
x 7→xp→ Ko/̟ est bijectif (pour tout ̟ 1
p
de norme |̟| 1p ).
La topologie deKo est alors la topologie̟-adique, le groupe de valuation Γ relatif a` ̟
est p-divisible (donc dense dans R), et k est parfait. Si K est perfectoı¨de de caracte´ristique
p, il est parfait.
N. B. Si l’e´criture abre´ge´eKo/̟ semble sans ambiguı¨te´, il convient en revanche de ne pas
confondre le Ko/̟-module plat Kß/̟Kß ∼= Kß ⊗Ko Ko/̟ avec son quotient non plat
Kß/̟Ko, qui est l’ide´al maximal de Ko/̟.
3.1.2. Exemples. (1) Le corps perfectoı¨de cyclotomique Kˆ∞ Soit de nouveauK0 le corps
de fractions de l’anneau de Witt W (k) d’un corps parfait k. On fixe une fois pour toutes
un syste`me compatible (ζpi )i∈N de racines primitives pi-ie`mes de 1 dans une cloˆture
alge´brique (d’ou` un isomorphisme Zp ∼= limµpi ). Conside´rons la tour cyclotomique
Ki := K0(ζpi) = K0 ⊗Qp Qp(ζpi).
On a Koi = W (k)[ζpi ], d’uniformisante ζpi−1, et Koi ≡ (Koi+1)p mod p. Le comple´te´
Kˆ∞ de K∞ := ∪Ki est donc un corps perfectoı¨de. Son groupe de valuation est 1p−1Z[ 1p ].
(2) Soit π une uniformisante de K0. On a K0(π
1
pi )o = W (k)[π
1
pi ], et K0(π
1
pi )o ≡
(K0(π
1
pi+1 )o)p mod p. Le comple´te´ de K0(π
1
p∞ ) est donc un corps perfectoı¨de.
Cet argument e´le´mentaire est de porte´e limite´e: le cas du compositum de ces deux exem-
ples lui e´chappe. On a toutefois le re´sultat suivant (que nous n’utiliserons que marginale-
ment).
3.1.1. Proposition. [13, prop. 6.6.617] Soient K un corps complet pour une valeur ab-
solue non archime´dienne non discre`te et Ks une cloˆture se´parable. Alors K est un corps
perfectoı¨de si et seulement s’il est profonde´ment ramifie´, i.e. Ω(Ks)o/Ko est annule´ parKß.
3.1.2. Corollaire. La comple´tion L de toute extension alge´brique d’un corps perfectoı¨de
K est un corps perfectoı¨de.
17Voir aussi l’article pre´curseur [11].
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Proof. Remarquons que K est parfait. Pour les extensions finies L, le re´sultat suit
imme´diatement de la proposition. On obtient le cas ge´ne´ral par passage a` la colimite des
sous-extensions finies. ✷
3.2. Alge`bres perfectoı¨des.
3.2.1. Suivant [29, §5], on dira qu’une alge`bre de Banach uniforme A sur le corps per-
fectoı¨de K est une K-alge`bre perfectoı¨de si elle ve´rifie l’une des conditions e´quivalentes
suivantes:
i) Ao/p F→ Ao/p est surjectif,
ii) Ao/p F→ Ao/p est presque surjectif dans le cadre (Ko,Kß),
iii) Ao/̟ F→ Ao/̟ est surjectif,
iv) Ao/̟ 1
p
x 7→xp→ Ao/̟ est bijectif (avec |̟ 1
p
|p = |̟|, cf. rem. 2.3.3),
v) Frobenius induit un isomorphisme (resp. presque-isomorphisme) de Ko-alge`bres
Ao/̟ 1
p
⊗Ko/̟ 1
p
,σ Ko/̟ = Ao/̟ ⊗Ko/̟,F Ko/̟
∼=→ Ao/̟.
Les morphismes d’alge`bres perfectoı¨des sont les homomorphismes continus d’alge`bres,
de sorte que la cate´gorieK-Perf desK-alge`bres perfectoı¨des est une sous-cate´gorie pleine
de K-uBan. Elle admet un objet initial K et un objet final 0.
Si A est une K-alge`bre de Banach fixe´e, les K-alge`bres perfectoı¨des B munies d’un
morphisme A φ→ B sont appele´es A-alge`bres perfectoı¨des. Elles forment de manie`re
e´vidente une cate´gorieA-Perf .
3.2.2. Remarques. (1) Si A est une K-alge`bre perfectoı¨de multiplicativement norme´e
(donc inte`gre), le comple´te´ de son corps de fractions est un corps perfectoı¨de.
(2) Si car K = p > 0, uneK-alge`bre de Banach uniformeA est perfectoı¨de si et seulement
si elle est parfaite (i.e. F est bijectif).
Par ailleurs, uneK-alge`bre de BanachA est uniforme si et seulement si elle est re´duite et
Ap est ferme´ [16, lem. 3.5]18, autrement dit si l’endomorphisme de Frobenius est injectif
et d’image ferme´e. On en de´duit qu’une K-alge`bre de Banach A est perfectoı¨de si et
seulement si elle est parfaite (l’uniformite´ est automatique).
Il re´sulte alors du cor. 2.3.2 que le foncteur A 7→ Ao induit une e´quivalence de
la cate´gorie des K-alge`bres perfectoı¨des vers celle des Ko-alge`bres A parfaites, plates,
comple`tes, et telles que A = A∗.
En toute caracte´ristique, on a (cf. [29, 5.6]):
3.2.1. Lemme. Le foncteur A 7→ Ao induit une e´quivalence de la cate´gorie des K-
alge`bres perfectoı¨des vers celle des Ko-alge`bres A plates, comple`tes, telles que A = A∗
et que A/̟ 1
p
x 7→xp→ A/̟ soit bijectif.
Proof. Compte tenu du cor. 2.3.2, il reste a` ve´rifier que si A ve´rifie ces conditions, l’alge`bre
de Banach A[ 1̟ ] est uniforme. Mais cela suit du sorite 2.3.1 (5f). ✷
On a aussi e´quivalence avec la cate´gorie analogue de Koa-alge`bres.
18L’hypothe`se “re´duite”, ne´cessaire, est oublie´e dans l’e´nonce´ de loc. cit. , mais utilise´e dans la preuve sous
la forme que a 7→ |apm |
1
pm est une norme.
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3.2.3. Exemples. (1) L’exemple standard est K〈T 1p∞ 〉, le comple´te´ de ∪K[T 1pi ]. On
a K〈T 1p∞ 〉 = ucolimK[T 1pi ] et K〈T 1p∞ 〉o = Ko〈T 1p∞ 〉, le comple´te´ ̟-adique de
∪Ao[T 1pi ]. Plus ge´ne´ralement, si A est perfectoı¨de, A〈T 1p∞ 〉 l’est aussi. Le couple
(A〈T 1p∞ 〉, (T 1p∞ )) est universel parmi les couples (B, (g 1p∞ )) ou` B est uneA-alge`bre per-
fectoı¨de et (g
1
p∞ ) une suite compatible dans B de racines pm-ie`mes d’un e´le´ment g ∈ Bo.
(2) la Kˆ∞-alge`bre perfectoı¨de Aˆ∞ Reprenons les notations de l’ex. 3.1.2 (1). Soit Ai :=
Koi [[T
1
pi
1 , . . . , T
1
pi
n ]] ⊗Koi Ki la Ki-alge`bre de Banach forme´e des se´ries a` coefficients
borne´s dans Ki, munie de la norme supremum des coefficients (qui est multiplicative et
induit la topologie ̟-adique). Pour lorsque i ∈ N varie, elles forment un syse`me inductif
de K0-alge`bres de Banach uniformes dont les morphismes de transition sont isome´triques.
On a Ao0 = A := W (k)[[T1, . . . , Tn]] et pour tout i, Aoi = Koi [[T
1
pi
1 , . . . , T
1
pi
n ]] est un
anneau noethe´rien re´gulier local complet de dimension n + 1. L’unique ide´al premier de
Aoi au-dessus de p est engendre´ par ζpi − 1. En outre, Aoi ≡ (Aoi+1)p mod p.
Le comple´te´ Aˆ∞ := ucolimAi de A∞ := ∪Ai est donc une Kˆ∞-alge`bre perfectoı¨de,
dont l’anneau des e´le´ments borne´s est contenu dans Aˆo∞ =
̂
Kˆo∞[[T
1
p∞
1 , . . . , T
1
p∞
n ]] (mais
non e´gale:
∑
̟ 1
pn
T n n’est pas dans Aˆo∞); on a en fait un isomorphisme canonique
(3.1) Aˆo∞ ∼= W (k[[T
1
p∞
1 , . . . , T
1
p∞
n ]])⊗ˆKˆo∞.
En effet, on a un morphisme canonique W (k[[T
1
p∞
1 , . . . , T
1
p∞
n ]])⊗ˆKˆo∞ → Aˆo∞ entre
W (k)-modules p-adiquement complets sans torsion, qui est un isomorphisme modulo p.
(3) Pour tout corps perfectoı¨deK, ̂Ko[[T
1
p∞
1 , . . . , T
1
p∞
n ]][
1
p ] est perfectoı¨de: la surjectivite´
de F modulo p se ve´rifie imme´diatement.
3.2.2. Proposition. Supposons K de caracte´ristique p > 0. L’inclusion des K-alge`bres
perfectoı¨des dans les K-alge`bres de Banach uniformes admet un adjoint a` gauche:
A 7→ ucolimA 1pi = ucolimFA, la comple´tion de la cloˆture radicielle. Elle admet aussi
un adjoint a` droite: A 7→ ulimFA.
Proof. (1) cf. [29, prop. 5.9]. (2) en de´coule (cf. [14, §6.3]). ✷
3.3. Basculement.
3.3.1. On suppose carK = 0. L’application multiplicative lim
x→xp
Ko → lim
F
Ko/̟ e´tant
bijective, on obtient a` la limite une application multiplicative continue # : lim
F
Ko/̟ →
Ko. Il existe ̟♭ ∈ limF Ko/̟ tel que |#(̟♭)| = |̟|.
On ve´rifie [29, lem. 3.4] que K♭o := lim
F
Ko/̟ est l’anneau de valuation du corps
perfectoı¨de de caracte´ristique p
(3.2) K♭ := (lim
F
Ko/̟)[ 1
̟♭
], |x♭| := |#(x♭)|,
et que # induit un isomorphisme K♭o/̟♭ ∼= Ko/̟.
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3.3.2. Remarque. Dans l’autre sens, il n’y a pas de choix canonique d’un corps perfectoı¨de
K de car. 0 tel que K♭ soit un corps perfectoı¨de de car. p donne´ (a` “isomorphisme de
Frobenius” pre`s, ces corpsK correspondent aux points de degre´ 1 de la courbe de Fargues-
Fontaine [9]).
3.3.3. Soit A une K-alge`bre de Banach uniforme. L’application multiplicative
lim
x→xp
Ao → lim
F
Ao/̟ est un home´omorphisme [14, th. 6.3.92], ce qui fournit une appli-
cation multiplicative continue
(3.3) # : lim
F
Ao/̟ → Ao.
En outre, lim
F
Ao/̟ est canoniquement uneK♭o-alge`bre parfaite̟♭-adiquement comple`te.
La norme associe´e n’est autre que autre que
(3.4) |a♭| := |#(a♭)|.
On obtient ainsi une K♭-alge`bre de Banach perfectoı¨de (la bascule´e de A)
(3.5) A♭ := (lim
F
Ao/̟)[ 1
̟♭
]
qui ve´rifie A♭o = lim
F
Ao/̟, et # s’e´tend en une application multiplicativeA♭ → A. Ces
constructions sont fonctorielles en A; on obtient ainsi un foncteur
(3.6) ♭ : K-uBan→ K♭-Perf .
S’il n’y a pas d’ambiguı¨te´, on notera aussi ♭ sa restriction a` K-Perf .
Par ailleurs, puisque A est uniforme, le noyau de Fn sur Ao/̟ est ̟ 1pn (Ao/̟)
(par le point (5f) du sorite 2.3.1 applique´ a` la norme spectrale). Donc le noyau
de l’homomorphisme lim
F
(Ao/̟) → Ao/̟ induit par # est lim
F
̟
1
pn (Ao/̟) =
̟♭ lim
F
(Ao/̟) (noter que ̟ 1pn an ne de´termine pas an, mais que F le`ve l’ambigu¨ite´).
On conclut:
3.3.1. Proposition. A♭ est perfectoı¨de, et # induit un homomorphisme injectif
(3.7) A♭o/̟♭ →֒ Ao/̟.
C’est un isomorphisme si et seulement si A est perfectoı¨de. ✷
3.3.4. Exemples. (1) K〈T 1p∞ 〉♭ est canoniquement isomorphe a` K♭〈T 1p∞ 〉 (les e´le´ments
note´s T se correspondant par #).
(2) La Kˆ♭∞-alge`bre perfectoı¨de A♭∞. Reprenons l’ex. 3.1.2, 3.2.3 (2). Posons ̟♭ :=
(ζpi)− 1. Alors Kˆ♭o∞ s’identifie au comple´te´ ̟♭-adique de la cloˆture radicielle de k[[̟♭]],
et Aˆ♭o∞ au comple´te´ ̟♭-adique de la cloˆture radicielle de k[[̟♭, T1, . . . , Tn]] (comme on le
voit en re´duisant mod. ̟♭). Les e´le´ments de Aˆ♭∞ et de Aˆ∞ note´s Ti se correspondent par
#.
(3) Le bascule´ de
̂Ko[[T
1
p∞
≤n ]][
1
p ] est
̂K♭o[[T
1
p∞
≤n ]][
1
̟♭
].
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3.3.5. Remarques. (1) Si A est perfectoı¨de, #(A♭o) engendre un sous-Ko-module
(alge`bre) dense de Ao. En effet, soit A l’adhe´rence de ce sous-module. L’image de
A→ Ao/̟ ∼= A♭o/̟♭ est Ao/̟, donc A = Ao d’apre`s le lemme de Nakayama pour les
modules complets.
(2) Si A est inte`gre, il en est de meˆme de A♭. En effet, si a♭, b♭ ∈ A♭ ve´rifient a♭b♭ = 0,
on a #(a♭)#(b♭) = #(a♭b♭) = 0 dans A, d’ou` #(a♭) = 0 ou #(b♭) = 0, et finalement
a♭ = 0 ou b♭ = 0.
(3) Si la norme deA est multiplicative, il en est de meˆme de celle deA♭. Et re´ciproquement
si A est perfectoı¨de, comme il suit du point (1) (ou de l’inte´grite´ de Ao/Aß ∼= A♭o/A♭ß).
(4) Les e´le´ments idempotents de A sont en bijection avec ceux de Ao/̟ et aussi avec
ceux de A♭ (via e = e2 ∈ Ao 7→ e¯ ∈ Ao/̟ 7→ e♭ := (. . . , e¯, e¯) ∈ A♭o 7→ #e♭ = e).
(5) Un morphisme A φ→ B d’alge`bres perfectoı¨de est isome´trique si et seulement si φ♭
l’est. En effet, la condition se traduit par l’injectivite´ de φo mod. ̟, qui s’identifie a` φ♭o
mod. ̟♭.
3.3.6. Plac¸ons-nous dans le cadre (Ko,Kß). Voici le premier the´ore`me fondamental de
la the´orie perfectoı¨de (cf. [29, th. 5.2, rem. 5.18, th. 3.7]).
3.3.2. The´ore`me. (1) Le basculement A 7→ A♭ induit une e´quivalence de cate´gories
entre K-alge`bres perfectoı¨des etK♭-alge`bres perfectoı¨des (inde´pendante du choix
de (̟, ̟♭)).
(2) Le passage a` ( )o suivi de la re´duction mod. ̟ (resp. ̟♭) induit une e´quivalence
entre chacune d’elles et la cate´gorie desKo a/̟-alge`bres plates A¯ dont le Frobe-
nius induit un isomorphisme A¯/̟ 1
p
⊗Ko/̟ 1
p
,σ Ko/̟ → A¯. ✷
Dans [10, th. 1.2, th. 3.2], J.-M. Fontaine esquisse une de´monstration par extension
directe de ses constructions bien connues en the´orie de Hodge p-adique: Ko est quotient
de W (K♭o), et si l’on pose
(3.8) (A♭)♯o := W (A♭o)⊗W (K♭o) Ko, (A♭)♯ := (A♭)♯o[
1
̟
],
on obtient un foncteur ♯ : K♭-Perf → K-Perf quasi-inverse de ♭. En outre
(3.9) A 7→ (lim
F
A¯)♯o, (resp. A 7→ lim
F
A¯)
est quasi-inverse de la re´duction mod. ̟ (resp. ̟♭). Voir [14, §6.3] pour les de´tails (ainsi
que [9], [19]).
Pour A perfectoı¨de fixe´e, on de´duit de (1) que le basculement induit une e´quivalence
de cate´gories entre A-alge`bres perfectoı¨des et A♭-alge`bres perfectoı¨des (nous l’utiliserons
dans le cas A = K〈T 1p∞ 〉).
3.3.7. Plus haut, on a associe´ fonctoriellement a` toute K-alge`bre de Banach uniformeA
une K♭-alge`bre perfectoı¨deA♭ et un monomorphismeA♭o/̟♭ →֒ Ao/̟. Posons
(3.10) ♮ := ♯ ◦ ♭ : K-uBan→ K-Perf .
3.3.3. Proposition. (1) Le foncteur ♮ est adjoint a` droite de l’inclusion ι des K-
alge`bres perfectoı¨des dans les K-alge`bres de Banach uniformes. En outre, pour
les normes spectrales, la cou¨nite´ d’adjonction A♮ → A est isome´trique; c’est un
isomorphisme si et seulement si A est perfectoı¨de.
(2) Le foncteur ♭ est adjoint a` droite de ι ◦ ♯.
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Proof. (1) L’adjonction vient de ce que ♮ι ∼= idK-Perf , et l’isome´trie de la cou¨nite´
d’adjonction de ce queA♮o/̟ → Ao/̟ est injectif (prop. 3.3.1).
(2) s’en de´duit par composition d’adjonctions, puisque ♭ ∼= ♭|K-Perf ◦ ♮ et que ♭|K-Perf
admet comme adjoint a` gauche son quasi-inverse ♯. ✷
En langage cate´gorique, K-Perf est une sous-cate´gorie core´flexive (pleine) de
K-uBan [17].
3.3.8. Une importante application du basculement concerne les produits tensoriels (cf.
[29, prop. 6.18]):
3.3.4. Proposition. SoientK un corps perfectoı¨de etA uneK-alge`bre perfectoı¨de. Si B, C
sont deuxA-alge`bres perfectoı¨des, leur somme amalgame´e en tant qu’alge`bre perfectoı¨de
existe et coı¨ncide avec la somme amalgame´e B⊗ˆuA C en tant qu’alge`bre de Banach uni-
forme. L’homomorphisme canonique
(3.11) (Bo⊗ˆAo Co)∗ → (B⊗ˆA C)o
est un isomorphisme. En particulier, si A,B, C sont munies de leur norme spectrale, on a
B⊗ˆA C = B⊗ˆuA C, de boule unite´ (Bo⊗ˆAo Co)∗.
Proof. Il est clair que Frobenius induit une bijection (Bo⊗ˆAo Co)/̟ 1
p
→ (Bo⊗ˆAo Co)/̟.
D’apre`s le lemme 3.2.1, il suffit alors de montrer queBo⊗ˆAo Co est presque sans̟-torsion.
Si car K = p, cela de´coule du fait que Bo⊗ˆAo Co est parfaite (cf. rem. 3.2.2 (2)).
Si car K = 0, il suffit d’apre`s l’e´quivalence (2) du th. 3.3.2 de voir que Boa/̟⊗Aoa/̟
Coa/̟ est plate sur Koa/̟, ce qui s’obtient par basculement: Boa/̟ ⊗Aoa/̟ Coa/̟ ∼=
B♭oa/̟♭ ⊗A♭oa/̟♭ C♭oa/̟♭. Cela montre aussi que les sommes amalgame´es commu-
tent au basculement. La troisie`me assertion re´sulte de la seconde en vertu du sorite
2.3.1(2e)(5). ✷
Il s’ensuit que la cate´gorie des alge`bres perfectoı¨des admet des colimites finies, qui
se calculent comme dans la cate´gorie des alge`bres de Banach uniformes (ce re´sultat sera
renforce´ au §3.9). Elles commutent a` l’e´quivalence de basculement.
On de´duit aussi de la proposition que le foncteur −⊗ˆKA est adjoint a` gauche du fonc-
teur oubli A-Perf → K-Perf .
3.4. Extensions e´tales finies d’alge`bres perfectoı¨des.
3.4.1. Soit K un corps perfectoı¨de, et plac¸ons-nous de nouveau dans le cadre (Ko,Kß).
Voici le second the´ore`me fondamental de la the´orie perfectoı¨de (cf. [29, th. 7.9][19]), qui
ge´ne´ralise le “the´ore`me de purete´” de Faltings.
3.4.1. The´ore`me. SoientK un corps perfectoı¨de et A une K-alge`bre perfectoı¨de.
(1) On a des e´quivalences de cate´gories
{Aoa-alge`bres e´tales finies} ∼→
{A-alge`bres perfectoı¨des e´tales finies} ∼→
{A-alge`bres e´tales finies}
induites par inversion de ̟ et oubli de la norme respectivement.
(2) Ces e´quivalences sont compatibles au basculement.
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En particulier, toute extension e´tale finieB deA est perfectoı¨de (la norme spectrale deB
e´tant l’unique norme spectrale comple`te, et aussi l’unique norme spectrale compatible avec
la topologie canonique du A-module projectif fini B, cf. 2.2.2), et tout K-automorphisme
de laK-alge`breB qui fixeA est continu, donc isome´trique eu e´gard aux normes spectrales.
3.4.2. Exemple prophylactique. On ne peut s’affranchir de l’hypothe`se “e´tale” dans le
point (1) du the´ore`me, comme le montre l’exemple suivant, ou` l’on reprend les notations
de 3.2.3 (2) avec p = n = 2.
Posons g := T1 + T2 et conside´rons la Kˆ∞-alge`bre de Banach (multiplicativement
norme´e) Aˆ∞[√g]. Elle n’est pas perfectoı¨de. En effet, tout e´le´ment a1 + a2√g de
Aˆ∞[
√
g]o ve´rifie 2a1, 2a2, a21− a22g ∈ Aˆo∞ comme on le voit en calculant traces et norme;
en particulier a1(0) ∈ Ko. L’e´le´ment f1 := i+12 (
√
T1 + T2 −
√
T1 −
√
T2) est dans
Aˆ∞[
√
g]o comme on le voit en calculant son carre´. Montrons que f1 n’a pas de racine
carre´e modulo 2: si b = a1+ a2
√
g ∈ Aˆ∞[√g]o ve´rifie b2− f1 ∈ 2Aˆ∞[√g]o ⊂ Aˆo∞[
√
g],
alors 2a1a2 − i+12 ∈ Aˆo∞, d’ou` |a1(0)a2(0)| = 2−
3
2 , ce qui contredit le fait que
a1(0), 2a2(0) ∈ Ko.
L’exemple 2.4.3 en car. 2 est du meˆme type.
3.4.3. Notons que les foncteurs en jeu sont pleinement fide`les. Commenc¸ons par e´tablir
la premie`re e´quivalence du the´ore`me, c’est-a`-dire:
3.4.2. Proposition. (1) Si A est une K-alge`bre perfectoı¨de, toute Aoa-alge`bre e´tale finie
B fournit, apre`s inversion de ̟, une A-alge`bre perfectoı¨de B (de manie`re fonctorielle si
on munit B de la norme spectrale), telle que Boa ∼= B.
(2) Re´ciproquement, si B est une A-alge`bre perfectoı¨de e´tale finie (resp. galoisienne
de groupe G), alors Boa est uneAoa-alge`bre e´tale finie (resp. galoisienne de groupe G).
Proof. (1) B est ̟-adiquement comple`te (lemme 1.7.1) et plate sur Koa. D’autre part,
d’apre`s [13, th. 3.5.13 ii], on a (B/̟) ⊗(Aoa/̟) F ∗(Aoa/̟) ∼= F ∗(B/̟). Ainsi F
induit un isomorphisme B/̟ 1
p
⊗Ko/̟ 1
p
,σ Ko/̟
∼=→ B/̟ puisqu’il le fait pour Aoa/̟.
Donc B := B[ 1̟ ] est perfectoı¨de et Boa ∼= B (lemme 3.2.1).
(2) a) Commenc¸ons par le cas ou` l’extension A →֒ B est galoisienne de groupe G.
D’apre`s le lemme 1.7.1 et la prop. 3.3.4, on a Boa ⊗Aoa Boa = (B ⊗A B)oa =
∏
G
Boa.
Ainsi Boa est galoisienne sur Aoa, donc e´tale finie (prop. 1.9.1 (1)).
b) En ge´ne´ral, le rang de B sur A e´tant fini continu et borne´, on peut supposer, en
de´composantA en un nombre fini de facteurs, que ce rang est constant, e´gal a` r. D’apre`s
le lemme 1.9.2, on a une extension galoisienne A →֒ C de groupe Sr se factorisant par
B et telle que B = CSr−1 . D’apre`s le pas (a), Coa est une Aoa-alge`bre galoisienne de
groupe Sr. On a aussi Boa = (Coa)Sr−1 (lemme 2.4.1 (2)), qui est donc e´tale finie de
rang constant sur Aoa, e´gal au rang de B sur A (prop. 1.9.1 (3)). ✷
3.4.4. Compte tenu de cette proposition, e´tablir la seconde e´quivalence du the´ore`me re-
vient a` prouver que (∗)A: toute A-alge`bre B e´tale finie est perfectoı¨de.
En voici une esquisse de de´monstration, suivant l’approche de [19, th. 3.6.21], qui ne
fait plus intervenir la presque-alge`bre (le lecteur ve´rifiera que le recours a` quelques e´nonce´s
ulte´rieurs ne cre´e pas de cercle vicieux). En car. p, (∗)A suit de ce qu’une alge`bre e´tale
finie sur un anneau parfait est parfaite. Supposons alors car K = 0.
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(a) On prouve d’abord (∗)L pour toute extension finie L de K, cf. cor. 3.1.2.
(b) On montre que la transforme´e de Gelfand Γ(A) est perfectoı¨de: c’est un produit uni-
forme de corps perfectoı¨desH(x), cf. prop. 3.7.1. On de´duit de la` et du pas pre´ce´dent que
pour touteA-alge`bre e´tale finie B, B ⊗A Γ(A) est perfectoı¨de et spectrale.
(c) On a Γ(A♭) ∼= Γ(A)♭, cf. rem. 3.7.2. Les corps perfectoı¨des H(x)♭ sont colimites
uniformes de localisations rationnelles A♭α de A♭, et H(x) est colimite uniforme des bas-
cule´s Aα qui sont des localisations rationnelles de A♭, cf. rem. 3.6.4. On a alors un carre´
essentiellement commutatif d’e´quivalences
2-colim (A♭α-Alget.fin) −−−−→ H(x)♭-Alget.finy
y
2-colim (Aα-Alget.fin) −−−−→ H(x)-Alget.fin
ou` les e´quivalences verticales sont donne´es par ♯ (compte tenu de (∗)A♭ et (∗)A♭α), et ou` les
e´quivalences horizontales sont donne´es par l’approximation “a` la Elkik” [13, prop. 5.4.53]
et [SGA 4, exp. 7 lemme 5.6] (voir aussi [29, 7.5]) (notant que colimAoα est hense´lien, de
comple´te´Ao)19.
(d) Par compacite´ de M(A), on obtient un recouvrement fini de M(A) par des localisa-
tions rationnelles M(Aα) tel que B ⊗A Aα soit perfectoı¨de. Pour passer des Aα a` A, on
utilise les bonnes proprie´te´s faisceautiques des alge`bres perfectoı¨des, cf. [29, th. 7.9][19,
th. 3.6.21].
Le point (2) du the´ore`me suit du point (1), des e´quivalences du th. 3.3.2 et de l’e´quivalence
remarquable de Grothendieck (cf. 1.8.2):
Aoa-Alget.f ∼= Aoa/̟-Alget.f ∼= A♭oa/̟♭-Alget.f ∼= A♭oa-Alget.f . ✷
3.4.5. Remarques. (1) [19] e´tablit la prop. 3.4.2 par voie analytique en introduisant des
anneaux de Robba;[29] l’e´tablit en meˆme temps que (∗)A en e´laborant les points (c) et
(d).
(2) Comme sugge´re´ dans [10] et de´veloppe´ dans [19, 3.6], on peut de´finir une notion
d’alge`bre perfectoı¨de sur un corps p-adique K non ne´cessairement perfectoı¨de: c’est une
K-alge`bre de Banach uniforme A telle que F soit surjectif sur Ao/p et qu’il existe ̟ 1
p
avec ̟p1
p
≡ p mod p2Ao. Cela implique l’existence de ̟s ∈ A de norme |p|s pour tout
s ∈ Z[ 1p ], avec ̟−s = ̟−1s , d’ou` Aß = (Aß)2. On a des analogues du th. 3.3.2 et de la
prop. 3.3.4 [19, 3.6.5, 3.6.11]20, ainsi que la ge´ne´ralisation correspondante du 3.4.1 [19,
3.6.21, 5.5.9] (presque e´tale s’entend ici dans le cadre (Ao,Aß)). De nouveau, l’argument
galoisien de la prop. 3.4.2 permet de se dispenser des anneaux de Robba de [19].
(3) Tout anneau local complet re´gulier ramifie´ de caracte´ristique mixte (0, p) est isomorphe
a` un anneau de la forme W (k)[[T≤n]]/(p− f) ou` f est dans le carre´ de l’ide´al maximal et
non divisible par p. Le meˆme argument que pour le cas non ramifie´ (ex. 3.2.3 (2)) montre
que
̂
W (k)[[T
1
p∞
≤n ]]/(p− f) est perfectoı¨de au sens ge´ne´ralise´ ci-dessus, cf. [31, 4.9].
19On utilise ici le fait que pour les alge`bres e´tales finies, objets et morphismes sont de pre´sentation finie. Il
n’est pas facile de trouver un expose´ sur les 2-limites et 2-colimites de cate´gories oriente´ vers les applications
plutoˆt que vers les ge´ne´ralisations. Nous renvoyons a` l’appendice A de [33], qui fait exception.
20on prendra garde que les “uniform algebras” de [19] sont nos alge`bres spectrales.
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(4) Le the´ore`me de presque-purete´ fournit des exemples de modules auto-duaux (via la
trace, cf. rem. 1.8.1 (2)), et par suite re´flexifs, qui ne sont pas de type fini, meˆme sur un
anneau de valuation; c’est le cas du Ko-module Bo dans l’exemple 2.4.3.
3.4.6. Voici une premie`re conse´quence du the´ore`me.
3.4.3. Corollaire. Soit B une extension e´tale finie d’une K-alge`bre perfectoı¨de A. Alors
Bo est entier sur Ao; c’est en fait la fermeture (comple`tement) inte´grale de Ao dans B.
Proof. Comme la fonction rang de B sur SpecA est continue et borne´e, on peut la
supposer constante e´gale a` r en de´composant A en produit fini. Soit b ∈ Bo et soit
χb(T ) =
r∑
0
(−1)i Tr(∧iB)/A(·b)T r−i son polynoˆme caracte´ristique. On a χb(b) =
0. Par ailleurs, comme Boa est presque projectif fini sur Aoa d’apre`s 3.4.1, on a
Tr(∧iB)/A(·b) = Tr(∧iBoa)/Aoa(·b) ∈ Aoa∗ = Ao. Donc b est entier sur Ao. La sec-
onde assertion suit de la` et du lemme 2.4.1 (1). ✷
3.4.7. Remarque. Si A n’a qu’un nombre fini de composantes connexes, on peut aussi
raisonner comme suit: en de´composant A et B, on se rame`ne aussitoˆt au cas ou` A et B
sont connexes. Il existe alors une cloˆture galoisienne C ([32, prop. 5.3.9], de groupe note´
G. Comme G agit par isome´tries eu e´gard aux normes spectrales, le lemme 2.4.1 (2) dit
que Co est entier sur Ao, donc Bo aussi.
3.4.8. Le the´ore`me 3.4.1 admet une re´ciproque partielle, que nous n’utiliserons pas21:
3.4.4. Proposition. Soit B une K-alge`bre perfectoı¨de, extension e´tale finie d’une sous-K-
alge`breA. Alors A est perfectoı¨de.
Proof. En raisonnant comme au pas b) de la prop. 3.4.2 , on se rame`ne au cas galoisien de
groupe G. Alors A = CG est perfectoı¨de d’apre`s la prop. 3.8.1 ci-dessous. ✷
3.5. Monomorphismes (et recadrage).
3.5.1. DansK-Perf , les homomorphismes continus injectifs sont des monomorphismes.
La re´ciproque est vraie en car. p, car le plongement K-Perf → K-uBan admet un
adjoint a` gauche (cela de´coule aussi formellement du fait que K-Perf admet des objets
libres: S 7→ K〈T
1
p∞
s 〉s∈S est adjoint a` gauche du foncteur oubli K-Perf → Ens).
21voir aussi [19, prop. 3.6.22].
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En car. 0, les monomorphismes sont les morphismes φ dont le bascule´ φ♭ est injectif.
Un tel morphisme n’est pas ne´cessairement injectif, comme le montre l’exemple suivant.
Ainsi, si φ est injectif il en est de meˆme de φ♭, mais la re´ciproque n’est pas vraie.
3.5.2. Exemple prophylactique. Soit Kˆ∞ le corps perfectoı¨de cyclotomique, et con-
side´rons la tour d’extensions perfectoı¨des Kˆ∞[p
1
pi ] et le comple´te´ L de leur re´union,
qui est encore perfectoı¨de. Soit Kˆ∞〈T
1
p∞ 〉 φ→ L le morphisme d’e´valuation en p (i.e.
T
1
pi 7→ p 1pi ), qui n’est ni injectif ni surjectif.
Basculons: φ♭ est donne´ par l’e´valuation en un e´le´ment p♭ = (· · · , p 1p , p) deL♭o (L♭ est
la comple´tion de la tour d’extensions se´parables Kˆ∞[p
1
pi ]♭, et p♭ n’est dans aucune d’entre
elles). Le noyau de φ♭ est un ide´al ferme´ premier radiciel, et l’alge`bre de Banach inte`gre
B := Kˆ♭∞〈T
1
p∞ 〉/kerφ♭ est perfectoı¨de spectrale [19, 3.1.6 d]. Ce ne peut eˆtre un corps
car la norme serait multiplicative [18], et le plongement dans L♭ serait alors isome´trique;
basculant dans l’autre sens, on aurait une factorisation de φ en un morphisme surjectif
Kˆ∞〈T
1
p∞ 〉 → B♯ (cf. rem. 3.6.2 ci-dessous) suivi d’un plongement isome´trique dans L,
ce qui contredirait le fait que φ est d’image dense mais non surjectif.
Le morphisme Kˆ♭∞〈T 〉 → Kˆ♭∞〈T
1
p∞ 〉 induit un home´omorphisme D∞ :=
M(Kˆ♭∞〈T
1
p∞ 〉) → D := M(Kˆ♭∞〈T 〉), les corps re´siduels H(x) de D∞ e´tant les per-
fections comple´te´es de ceux de D. Le spectre M(B) est un sous-espace connexe (cf. [4,
7.4.2]) de D∞ non re´duit a` un point d’apre`s ce qui pre´ce`de, donc il contient un point x∞ de
“dimension” d(x) ≥ 1 (cf. [4, 9.2.3]); le point x ∈ D correspondant est alors de type 2 ou
3 [4, 9.1]. D’apre`s [25, 4.4], il existe f ∈ K♭〈T 〉 et r ∈]0, 1] tels que le domaine affinoı¨de
de D de´fini par |f | ≤ r ait un bord de Shilov re´duit au point x; si A est l’alge`bre affinoı¨de
(non ne´cessairement stricte) associe´e, le morphisme A → H(x) est donc isome´trique. Il
en est alors de meˆme dêA 1p∞ → ̂H(x) 1p∞ = H(x∞). Par ailleurs Kˆ♭∞〈T
1
p∞ 〉 →̂A 1p∞
est injectif (apre`s extension des scalaires, c’est une localisation “de Weierstrass”), donc le
compose´ Kˆ♭∞〈T
1
p∞ 〉 → H(x∞) aussi. Comme il se factorise a` travers B, on en de´duit que
ker φ♭ = 0.
3.5.3. Reprenons l’exemple du monomorphisme B →֒ g− 1p∞ Bo[ 1̟ ] de 2.5.2 (g non di-
viseur de ze´ro). Supposons B perfectoı¨de. Nous verrons plus tard (lemme 4.2.3) que les
conditions e´quivalentes du sorite 2.5.3 sont satisfaites (de sorte que g− 1p∞ Bo[ 1̟ ] est la
fermeture inte´grale comple`te de Bo dans B[ 1g ]); elle n’est pas ne´cessairement e´gale a` B
comme le montre l’exemple (K+ T
1
p∞
1 K〈T
1
p∞
1 , T
1
p∞
2 〉, g = T1). La question suivante est
ouverte:
3.5.1. Question. g− 1p∞ Bo[ 1̟ ] est-elle perfectoı¨de?
C’est clair en car. p puisque cette dernie`re est parfaite. En car. 0, en revanche, meˆme si la
multiplication par g est isome´trique, une approche directe a` partir des isomorphismes
g
− 1
pk+1 Bo/̟ 1
p
x 7→xp∼= g−
1
pk Bo/̟
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se heurte a` l’e´ventualite´ que lim (g−
1
pk Bo/̟) → lim (g− 1pk Bo/̟ 1
p
) ne soit pas surjec-
tif22. De meˆme, une approche a` partir de l’isomorphisme
Bo ∼= W (B♭o)⊗
W (K♭o〈T
1
p∞ 〉)
Ko〈T 1p∞ 〉
bute sur le proble`me de la compatibilite´ de g−
1
p∞ (−) au produit tensoriel (un quotient,
dans ce cas).
3.5.4. Pour clarifier la situation, nous introduisons la notion deK〈T 1p∞ 〉-alge`bre presque
perfectoı¨de. Plac¸ons-nous dans le cadre (Ko〈T 1p∞ 〉, T 1p∞KßKo〈T 1p∞ 〉), et reprenons les
notations de 2.3.6.
3.5.2. Definition. Soit B uneK〈T 1p∞ 〉-alge`bre de Banach uniforme. On dit que B (ou Baˆ)
est presque perfectoı¨de si Baˆ est isomorphe a` une K〈T 1p∞ 〉-alge`bre perfectoı¨de.
Notons K〈T 1p∞ 〉aˆ-Perf (resp. K〈T 1p∞ 〉aˆ-pPerf ) la sous-cate´gorie pleine de
K〈T 1p∞ 〉-uBan dont les objets sont perfectoı¨des (resp. presque perfectoı¨des).
3.5.3. Lemme. L’adjoint a` droite ( )♮ du plongementK〈T 1p∞ 〉-Perf →֒ K〈T 1p∞ 〉-uBan
induit un adjoint a` droite du plongement K〈T 1p∞ 〉aˆ-Perf →֒ K〈T 1p∞ 〉aˆ-uBan, encore
note´ ♮.
Le plongement de K〈T 1p∞ 〉aˆ-Perf →֒ K〈T 1p∞ 〉aˆ-pPerf est une e´quivalence, de
quasi-inverse induit par ♮.
Proof. Conside´rons le diagramme commutatif
K〈T 1p∞ 〉-Perf i−−−−→ K〈T 1p∞ 〉-Algy( )aˆ ( )aˆ
y
(K〈T 1p∞ 〉aˆ-Perf j−−−−→ K〈T 1p∞ 〉aˆ-Alg.
Alors ( )aˆ ◦ ♮◦ ( )∗ˆ est adjoint a` droite de ( )aˆ ◦ i◦ ( )!ˆ! = j, et ( )aˆ ◦ ♮ = (( )aˆ ◦ ♮◦ ( )∗ˆ)◦ ( )aˆ.
La seconde assertion en de´coule. ✷
3.5.4. Sorite. Soit B une K〈T 1p∞ 〉-alge`bre de Banach uniforme. Les conditions suivantes
sont e´quivalentes:
(1) B est presque perfectoı¨de,
(2) F est presque surjectif sur Bo/̟,
(3) B♮o →֒ Bo est un presque-isomorphisme,
(4) B♮ →֒ B est un presque-isomorphisme,
(5) il existe une K〈T 1p∞ 〉-alge`bre perfectoı¨de B′ et un morphisme B′ → B de
K〈T 1p∞ 〉-alge`bres de Banach qui est un presque-isomorphisme,
(6) (Baˆ)!ˆ! est perfectoı¨de.
Proof. Les implications (1)⇒ (2), (3)⇒ (4)⇒ (5) et (6)⇒ (1) sont claires.
(2) ⇒ (3): il suffit de prouver que B♮ → B est presque surjectif sous (2) (cf. prop.
3.3.3). D’apre`s le lemme de Nakayama (cf. §1.3), il suffit de montrer que B♮o/̟ ∼=
B♭o/̟♭ → Bo/̟ est presque surjectif. Posons L := Bo/̟, de sorte que B♭o = lim
F
L.
Il suffit de montrer que lim
F
L → L est presque surjectif. Or (2) se re´e´crit comme la
22J’ignore si cette e´ventualite´ se produit.
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presque surjectivite´ du morphisme L ⊗
Ko〈T
1
p∞ 〉/̟,F
Ko〈T 1p∞ 〉/̟ ϕ→ L induit par
Frobenius. Cette dernie`re entraıˆne la surjectivite´ de F : KßT 1p∞ L → KßT 1p∞ L. Par
le lemme de Mittag-Leffler pour les Fp-espaces vectoriels , on en de´duit la surjectivite´ de
KßT 1p∞ limL→ KßT 1p∞ L, d’ou` la presque surjectivite´ de lim
F
L→ L.
(5) ⇒ (1): d’apre`s le lemme 2.3.5, (6) implique que (B′)o → Bo est un presque-
isomorphisme, d’ou` (1).
(3)⇒ (6): quitte a` remplacerB par B♮, (4) permet de supposerB perfectoı¨de pour prouver
(6). D’apre`s le lemme pre´ce´dent, on a [((Baˆ)!ˆ!)♮]aˆ = [((Baˆ)!ˆ!)aˆ]♮ = (Baˆ)♮, et le compose´
[[((Baˆ)!ˆ!)♮]aˆ]!ˆ! → ((Baˆ)!ˆ!)♮ → (Baˆ)!ˆ!.
est l’identite´. Donc le morphisme injectif ((Baˆ)!ˆ!)♮ → (Baˆ)!ˆ! est un isomorphisme. ✷
3.5.5. Remarques. (1) Supposons g non-diviseur de ze´ro. Dans la classe d’isomorphisme
de Baˆ, il y a une alge`bre perfectoı¨de initiale (Baˆ)!ˆ! et une alge`bre perfectoı¨de finale
(g−
1
p∞ Bo[ 1̟ ])♮ (qui serait (Baˆ)∗ˆ si la question ci-dessus avait une re´ponse positive).
(2) Perfectoı¨de implique presque perfectoı¨de mais pas vice-versa, meˆme si g est non-
diviseur de ze´ro: la sous-K〈T
1
p∞
1 〉-alge`bre B = K + (T
1
p∞
1 K〈T
1
p∞
1 , T
1
p∞
2 〉)− +
(T2K〈T
1
p∞
1 , T
1
p∞
2 〉)− de K〈T
1
p∞
1 , T
1
p∞
2 〉 est presque perfectoı¨de mais pas perfectoı¨de,
puisque son image modulo (T
1
p∞
1 ) n’est pas parfaite.
(3) En de´pit du point (5) du lemme (et du lemme 2.3.5, qui traite des morphismes et non
des “presque-morphismes”), il n’est pas clair qu’uneK〈T 1p∞ 〉-alge`bre de Banach uniforme
presque isomorphe a` une K〈T 1p∞ 〉-alge`bre perfectoı¨de soit presque perfectoı¨de.
3.5.5. Lemme. Le foncteur A 7→ Ao induit une e´quivalence de la cate´gorie des
K〈T 1p∞ 〉aˆ-alge`bres presque perfectoı¨des vers celle desK〈T 1p∞ 〉oa-alge`bres Aa plates sur
Ko, comple`tes et telles que Aa/̟ 1
p
x 7→xp→ Aa/̟ soit bijectif.
La preuve est analogue a` celle du lemme 3.2.1. ✷
3.5.6. Proposition. Si A est presque perfectoı¨de, on a une e´quivalence de cate´gories
{ Aaˆ-alge`bres presque perfectoı¨des presque e´tales finies} ∼→ {Aoa-alge`bres e´tales finies}
donne´e par ( )oa.
La preuve est analogue a` celle de la prop. 3.4.2. ✷
3.6. Epimorphismes (et localisation).
3.6.1. Comme le plongementK-Perf → K-uBan est fide`le et admet un adjoint a` droite,
il pre´serve et refle`te les e´pimorphismes.
Soit B une K-alge`bre perfectoı¨de et φ : B → C un e´pimorphisme extre´mal de
K-alge`bres de Banach uniformes (cf. 2.6.1). Puisque K-Perf est une sous-cate´gorie
core´flexive de K-uBan dont les cou¨nite´s d’adjonction sont des monomorphismes, elle
est stable par quotient extre´mal (cf. [17, prop. 4]), donc B est perfectoı¨de (mais vu comme
e´pimorphisme de K-alge`bres affinoı¨des, φ n’est peut-eˆtre pas extre´mal).
Par exemple, conside´rons uneK-alge`bre perfectoı¨de spectraleA et un e´le´ment g ∈ Ao,
et formons l’alge`bre spectraleA〈g 1p∞ 〉, dontA est une sous-alge`bre norme´e (ex. 2.9.3 (2)).
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AlorsA⊗ˆKK〈T
1
p∞ 〉 est uneK-alge`bre perfectoı¨de spectrale (prop. 3.3.4) et le morphisme
canonique φ : A⊗ˆKK〈T
1
p∞ 〉 → A〈g 1p∞ 〉 est un e´pimorphisme extre´mal (cf. formules
(2.33) et (2.4)), donc A〈g 1p∞ 〉 est perfectoı¨de. Notant g♭ ∈ A〈g 1p∞ 〉♭ le syste`me inverse
des g
1
pk modulo p, on a g = #g♭.
3.6.2. Remarque. Signalons quelques re´sultats relatifs aux e´pimorphismes que nous
n’utiliserons pas dans la suite. Si φ : B → C un morphisme de K-alge`bres de Banach
uniformes d’image dense, et si B est perfectoı¨de, il en est de meˆme de C (cf. [19, th.
3.6.17 (b)]). De surcroıˆt, si φ est surjectif et B spectrale, la norme spectrale de C est la
norme quotient et l’homomorphisme induit sur les boules unite´ est presque surjectif [19,
prop. 3.6.9 (c)].
On en de´duit que φ est surjectif si et seulement si φ♭ l’est; en effet, la condition se
traduit par la presque surjectivite´ de φo mod. ̟, qui s’identifie a` φ♭o mod. ̟♭.
Par ailleurs, noter que kerφ♭ est un ide´al ferme´ radiciel, donc le quotientA♭/kerφ♭ est
perfectoı¨de [19, 3.1.6 d], et on a une factorisation canonique de φ dans K-Perf en
A φ1→ (A♭/kerφ♭)♯ φ2→ (A/kerφ)u φ3→ B
ou` φ1 est surjectif, φ2 est a` la fois un e´pimorphisme extre´mal et un monomorphisme, et
φ3 ◦ φ2 est un monomorphisme.
3.6.3. Passons aux localisations affinoı¨des (cf. §2.6.2), et commenc¸ons par examiner
l’exemple standard de l’alge`bre perfectoı¨de spectrale K〈T 1p∞ 〉. Si carK = 0, on prend ̟
de la forme #(̟♭), et on pose ̟
1
pi := #((̟♭)
1
pi ); notons que le bascule´ de K〈T 1p∞ 〉 est
K♭〈T 1p∞ 〉.
Pour tout j et tout m, K〈T 1pm 〉{̟jT }o est le comple´te´ Ko〈T
1
pm , (̟
j
T )
1
pm 〉
de Ko[T 1pm , (̟jT )
1
pm ] := Ko[T 1pm , U 1pm ]/(T 1pk U 1pk − ̟
j
pk )k≤m tandis que
K〈T 1pm 〉{̟jT }≤1 est le comple´te´Ko〈T
1
pm , ̟
j
T 〉 deKo[T
1
pm , ̟
j
T ] := Ko[T
1
pm , U ]/(TU−
̟j). Passant a` la colimite comple´te´e (pour m→∞), on obtient
(3.12)
K〈T 1p∞ 〉{̟
j
T
}o = Ko〈T 1p∞ , (̟
j
T
)
1
p∞ 〉 := ̂Ko[T 1p∞ , U 1p∞ ]/(T
1
pk U
1
pk −̟
j
pk )k,
alors que la boule unite´ est
(3.13) K〈T 1p∞ 〉{̟
j
T
}
≤1
= Ko〈T 1p∞ , ̟
j
T
〉 = Ko〈T 1p∞ 〉⊗ˆKo〈T 〉Ko〈T,
̟j
T
〉.
Ainsi
(3.14) K〈T 1p∞ 〉{̟
j
T
} = K〈T 1p∞ 〉⊗ˆK〈T 〉K〈T,
̟j
T
〉 = K〈T 1p∞ 〉⊗ˆK〈T 〉K〈T 〉{
̟j
T
}
est perfectoı¨de d’apre`s (3.12), en particulier uniforme, mais non spectrale en ge´ne´ral
d’apre`s (3.13). Pour toute K〈T 1p∞ 〉-alge`bre de Banach uniforme A, on a alors, en no-
tant g l’image de T et en combinant les formules (2.25) et (3.14):
(3.15) A{̟
j
g
} ∼= A⊗ˆ
K〈T
1
p∞ 〉
K〈T 1p∞ 〉{̟
j
T
}.
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3.6.1. Proposition. Soient A une K〈T 1p∞ 〉-alge`bre perfectoı¨de munie de sa norme spec-
trale, et g = T · 1. Alors pour tout j ∈ N, A{̟jT } est perfectoı¨de et le morphisme
canonique
(3.16) (Ao⊗ˆ
Ko〈T
1
p∞ 〉
Ko〈T 1p∞ , (̟
j
T
)
1
p∞ 〉)∗ → A{̟
j
g
}o
est un isomorphisme. En particulier, A⊗ˆ
K〈T
1
p∞ 〉
K〈T 1p∞ 〉{̟jg }u est spectrale.
En outre, si carK = 0, A{̟jg }♭ s’identifie a` A♭{ (̟
♭)j
g♭
} ou` g♭ est l’image de T dans
A♭ (de sorte que #g♭ = g).
Proof. Compte tenu des formules (3.12)(3.15), c’est un corollaire de la prop. 3.3.4. ✷
3.6.4. Remarque. Le meˆme argument montre que A{ f1,...,fng } est perfectoı¨de si
f1, . . . , fn, g admettent des suites compatibles de racines pm-ie`mes. C’est encore vrai
sans supposer cette condition: Scholze le de´duit du re´sultat pre´ce´dent - qu’il prouve a` nou-
veaux frais [29, def. 2.13, th. 6.3 (ii), lem. 6.4 (iii)]) plutoˆt que de le de´duire du re´sultat
sur les ⊗ˆ - , graˆce a` un lemme d’approximation de fi, g ∈ Ao par des e´le´ments du type
#f˜ ♭i ,#g˜
♭ [29, cor. 6.7 (i)].
3.7. Produits (et transforme´e de Gelfand).
3.7.1. Les produits uniformes d’alge`bres perfectoı¨des sont perfectoı¨des, du fait que
(
∏Aαo)/̟ ∼=∏(Aαo/̟).
3.7.1. Proposition. Si A 6= 0 est perfectoı¨de, il en est de meˆme de sa transforme´e de
Gelfand Γ(A).
Proof. Comme Γ(A) est produit uniforme de corpsH(x), il suffit de voir que ceux-ci sont
perfectoı¨des. Or H(x) est colimite uniforme de localisations rationnelles de A, qui sont
perfectoı¨des, cf. rem. 3.6.4 et [19, 2.4.17]; doncH(x) est perfectoı¨de (cf. §3.9). ✷
3.7.2. Remarque. On peut montrer que si A est perfectoı¨de, Γ(A♭) ∼= Γ(A)♭, comme
conse´quence de la commutation des localisations rationnelles au basculement et de ce que
M(A) ∼= M(A♭) [19, th. 3.3.7]. J’ignore si Γ(A♭) ∼= Γ(A)♭ vaut encore sans supposer
A perfectoı¨de.
3.8. Limites.
3.8.1. La cate´gorie des K-alge`bres perfectoı¨des est comple`te, i.e. admet toutes les (pe-
tites) limites. Cela de´coule de ce que K-uBan est comple`te et K-Perf en est une sous-
cate´gorie core´flexive, i.e. le plongement K-Perf →֒ K-uBan admet un adjoint a` droite
(cf. prop. 3.2.2, 3.3.3).
Si carK = p, ce plongement admet aussi un adjoint a` gauche (cf. prop. 3.3.1), donc
refle`te les limites: les limites perfectoı¨des sont les ulim. Comme ♭ : K-uBan→ K♭-Perf
admet un adjoint a` gauche (prop. 3.3.3), il commute donc aux ulim.
Si carK = 0, on les obtient par basculement a` partir du cas de caracte´ristique p: les
limites perfectoı¨des sont les ulim♮.
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3.8.2. En caracte´ristique 0, limite perfectoı¨de et limite uniforme ne coı¨ncident pas.
Ce phe´nome`ne se pre´sente de´ja` dans le cas des limites finies: l’intersection de deux
sous-alge`bres perfectoı¨des d’une alge`bre perfectoı¨de n’est pas ne´cessairement perfectoı¨de,
comme on le voit dans l’ex. 3.4.2, ou` Aˆ∞[
√
g] = Q̂(A∞)(
√
g) ∩ Aˆ∞〈g 12∞ 〉 ⊂
̂Q(A∞〈g 12∞ 〉) (cf. 3.6.1, rem. 3.2.2 (1) et ex. 4.2.5).
Dans la direction positive, on a:
3.8.1. Proposition. L’anneau des invariants BG d’une K-alge`bre perfectoı¨de B sous
un groupe fini d’isome´tries est une K-alge`bre perfectoı¨de, et identifiant G a` un groupe
d’isome´tries de B♭ par basculement, on a B♭G = BG♭.
Proof. D’apre`s la discussion qui pre´ce`de, il suffit de montrer la premie`re
assertion. Notons (B♭G)♮ la K-alge`bre perfectoı¨de associe´e a` B♭G
par basculement. On a B ∼= W (B♭o)[ 1p ] ⊗W (K♭o)[ 1p ] K, d’ou`
BG ∼= (W (B♭o)[ 1p ]⊗W (K♭o)[ 1p ] K)
G = (W (B♭o)[ 1p ])G ⊗W (K♭o)[ 1p ] K
= (W (B♭o)G[ 1p ])⊗W (K♭o)[ 1p ] K = W (B
♭oG)[ 1p ]⊗W (K♭o)[ 1p ] K ∼= (B
♭G)♮,
la premie`re e´galite´ s’obtenant en identifiant G-invariants et image du projecteur de
Reynolds b 7→ 1|G|
∑
γ∈G
γ(b). ✷
3.8.3. Remarque. Ceci ne s’e´tend pas aux groupes infinis. Reprenons l’exemple 3.2.3 (2)
avec n = 1: l’action galoisienne de Zp sur T
1
p∞
1 ⊂ A∞ s’e´tend par continuite´ a` l’alge`bre
perfectoı¨de Aˆ∞, mais l’alge`bre A0 de ses invariants n’est pas perfectoı¨de.
3.8.4. Supposons carK = 0 , notons encore K♭ son bascule´, et prenons ̟ de la forme
#(̟♭). On a vu que la limite perfectoı¨de d’un syste`me projectif (Aα♭) de K♭-alge`bres
perfectoı¨des coı¨ncide avec A♭ := ulimAα♭.
Dans le cas d’un syste`me projectif (Aα) de K-alge`bres perfectoı¨des, de limite uni-
forme A, la limite perfectoı¨de n’est autre, on l’a vu, que l’alge`bre A♮, dont le bascule´ est
de´termine´ par
(3.17) (A♮)♭o = A♭o = lim
F
Ao = lim
F,α
Aαo = lim
α
Aα♭o = lim
F,α
(Aαo/̟).
L’exemple suivant montre que A♮ → A n’est pas un isomorphisme en ge´ne´ral.
3.8.5. Exemple prophylactique. Reprenons l’ex. 3.4.2. Nous verrons au th. 4.2.2 que la
limite uniforme des Aˆ∞〈g 12∞ 〉〈̟jg 〉 est g−
1
2∞ Aˆ∞〈g 12∞ 〉 qui n’est autre que la fermeture
comple`tement inte´grale de Aˆ∞〈g 12∞ 〉 dans Aˆ∞〈g 12∞ 〉[ 1g ]. Passant aux 2Z2-invariants,
la limite uniforme B des Aˆ∞〈g 12∞ 〉〈̟jg 〉2Z2 n’est autre que la fermeture comple`tement
inte´grale de Aˆ∞[
√
g] = Aˆ∞〈g 12∞ 〉)2Z2 dans Aˆ∞[√g, 1g ] (cf. ex. 4.2.5). Or Aˆ∞ est
comple`tement inte´gralement clos (ibid.), et comme la fermeture inte´grale d’un anneau
comple`tement inte´gralement clos dans toute extension alge´brique de son corps de frac-
tions est comple`tement inte´gralement close ([7, ch. V, §1, ex. 14]), on a B = Aˆ∞[√g], qui
n’est pas perfectoı¨de.
3.9. Colimites.
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3.9.1. La cate´gorie desK-alge`bres perfectoı¨des admet des colimites filtrantes: ce sont les
colimites uniformes. En effet, si l’endomorphisme de Frobenius est surjectif sur les Boα/̟,
il l’est sur
(3.18) colim (Boα/̟) ∼= (colimBoα)/̟ ∼= (ucolimBα)o/̟
Comme elle admet aussi des sommes amalgame´es ⊗ˆu = ⊗ˆ, elle est cocomple`te, les
colimites se calculant comme dans la cate´gorie des K-alge`bres de Banach uniformes. Les
colimites d’alge`bres perfectoı¨des commutent a` l’e´quivalence de basculement.
3.9.2. Exemples. (1) Le comple´te´ d’une extension alge´brique deK (qui est parfait) s’e´crit
Kˆ∞ = ucolimiKi ou`Ki parcourt les extensions finies se´parables de K, qui sont des corps
perfectoı¨des d’apre`s le cor. 3.1.2 ou le th. 3.4.1; donc Kˆ∞ est un corps perfectoı¨de.
De meˆme, Kˆ∞⊗ˆuKˆ0Kˆ∞ = ucolimi (Ki ⊗K0 Ki) est une K-alge`bre perfectoı¨de.
(2) Le coproduit d’une famille (Bα) de K-alge`bres perfectoı¨des est repre´sente´ par un pro-
duit tensoriel comple´te´ infini ⊗ˆKBα = ⊗ˆα Bα. Toute colimite des (Bα) est quotient de
⊗ˆαBα. Pour toute K-alge`bre perfectoı¨de, le morphisme ⊗ˆα∈B♭o K〈T
1
p∞
α 〉 → B, Tα 7→
#α, a une image dense (cf. rem. 3.3.5 (1)).
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4. ANALYSE PERFECTOI¨DE AUTOUR DU “THE´ORE`ME D’EXTENSION DE RIEMANN”.
D’apre`s le the´ore`me d’extension de Riemann, les fonctions analytiques borne´es sur un
polydisque complexe prive´ d’un sous-espace analytique - une hypersurface d’e´quation g =
0 pour fixer les ide´es - se prolongent en des fonctions analytiques sur tout le polydisque.
L’analogue p-adique de ce re´sultat est connu [3]; avec les notations de l’ex. 3.2.3 (2), on a
(4.1) A = lim A0{̟
j
g
}o.
Ce sont des versions perfectoı¨des de cet e´nonce´ que nous visons dans ce paragraphe.
4.1. Entre´e en matie`re. Donnons une courte preuve de l’e´nonce´ plus faible
(4.2) A = lim A0{̟
j
g
}≤1
(A = Ko0[[T≤n]], A0 := A[ 1p ]). Quitte a` faire un changement de variables T1, . . . , Tn,
on peut supposer que g est sous forme de Weierstrass en la variable Tn, i.e. que g ∈
A \ (p, T1, · · ·Tn−1)A ([7, VII, §3, n. 7, lemme 3]). Le the´ore`me de pre´paration de
Weierstrass [7, VII, §3, n. 8, prop. 5] e´nonce que A/gA ∼= ⊕s=r−1s=0 Ko0[[T<n]]T sn (ou`
r est la valuation Tn-adique de g modulo (p, T<n)), d’ou` l’on de´duit, d’apre`s Nakayama,
que
A =
⊕
Ko0[[T<n, g]]T sn.
Appliquant ⊗K〈g〉≤1K〈g, p
j
g 〉≤1 et quotientant par la torsion p-primaire e´ventuelle, on en
de´duit (en vertu de la formule (2.25) et du point 2e) du sorite 2.3.1) une de´composition
A0{p
j
g
}≤1 ∼=
⊕
Ko0[[T<n, g]][
1
p
]≤1{p
j
g
}T sn,
compatible avec les fle`ches de transition quand j augmente. On est donc ramene´ a`
de´montrer l’e´nonce´ initial dans le cas particulier g = Tn, qui se traite directement en
observant que A0{ p
j
Tn
}≤1 = A〈 p
j
Tn
〉 et en conside´rant le de´veloppement en puissances de
Tn a` coefficients dans Ko0[[T<n]]. ✷
On peut ensuite remplacerA0 parAi; mais passer a` la colimite uniforme pour en de´duire
l’e´nonce´ analogue pour l’alge`bre perfectoı¨de Aˆ∞ ne va pas de soi; nous y reviendrons dans
l’ex. 4.2.5, ou` nous montrerons aussi l’e´galite´ (plus forte) A = lim A0{̟jg }o.
4.2. Limite uniforme de localise´es d’une alge`bre perfectoı¨de. On compare ici une
alge`bre perfectoı¨deA a` la limite uniforme de ses localise´es A〈̟jg 〉.
4.2.1. Soient K un corps perfectoı¨de de caracte´ristique re´siduelle p, et ̟ un e´le´ment de
Kß \ 0 tel que pKo ⊂ ̟Ko. Si car K = 0, on prend ̟ de la forme #(̟♭), et on spe´cifie
pour chaque i une racine pi-e`me de ̟ en posant ̟
1
pi := #((̟♭)
1
pi ).
Etant donne´ r ∈ N[ 1p ] et une (Ko/̟r)[T
1
p∞ ]-alge`breR, conside´rons les (Ko/̟r)[T 1p∞ ]-
alge`bres
(4.3) R[j] := R⊗
Ko[T
1
p∞ ]
Ko[T 1p∞ , (̟
j
T
)
1
p∞ ], (j ∈ N).
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Elles forment un syste`me projectif, l’e´le´ment us[j+1] := 1⊗ (̟
j+1
T )
s de R[j+1] s’envoyant
sur ̟sus[j] ∈ R[j]. On a T sus[j] = ̟js · 1R[j] . La proposition suivante est une version
simplifie´e d’un re´sultat remarquable de P. Scholze [30, prop. II.3.1].
4.2.1. Proposition. Le morphisme canonique Ra → lim
j
(R[j])a est un presque-
isomorphisme dans le cadre (Ko[T 1p∞ ], (̟T ) 1p∞Ko[T 1p∞ ]).
Nous utiliserons librement le fait qu’une lim ou lim1 indexe´e par un ensemble ordonne´
peut se calculer sur un sous-ensemble cofinal.
Proof. Introduisons les sous-R-modules
(4.4) R[j]k :=
∑
s∈N[ 1p ]∩[0,
1
pk
]
R.us[j] ⊂ R[j],
qui forment un double syste`me projectif de R-modules.
Comme us[j′] s’envoie sur 0 dans R[j] si s(j′ − j) ≥ r, R[j
′] → R[j] se factorise a`
travers R[j]k de`s que j′ ≥ j + rpk . On en de´duit
(4.5) lim
j
R[j] ∼= lim
j
R[j]k ∼= lim
jk
R[j]k.
Comme T
1
pk us[j] ∈ Sj := Im(R→ R[j]) si s ≤ 1pk , on a T
1
pkR[j]k ⊂ Sj , et le quotient
est annule´ par T
1
pk
. On en de´duit (cf. 1.3)
(4.6) (Sj)a ∼= lim
k
(R[j]k)a.
Par ailleurs, le noyau de R → Sj ∼= Im(R → R[U
1
p∞
[j] ]/(T
1
pk U
1
pk
[j] − ̟
1
pk )k∈N) est
annule´ par T
r
j pour tout j de la forme pℓ: en effet, si a est dans ce noyau, et si on le
voit comme e´le´ment de R[U
1
p∞
[j] ], il s’e´crit (T
1
pk U
1
pk
[j] −̟
j
pk )
∑
asU
s
[j] pour k convenable
(qu’on peut supposer ≥ ℓ puisque T 1pk U
1
pk
[j] − ̟
1
pk divise T
1
pℓ U
1
pℓ
[j] − ̟
1
pℓ si k ≥ ℓ).
En comparant les coefficients, on obtient alors T
n
pk a = −̟
j(n+1)
pk a n
pk
pour tout n ∈ N,
d’ou` le re´sultat en prenant n = rpk−ℓ. Compte tenu de (4.5)(4.6), on conclut que Ra ∼=
lim
j
(Sj)a ∼= lim
jk
(R[j]k)a ∼= lim
j
(R[j])a, d’ou` l’assertion. ✷
4.2.2. Voici une variante perfectoı¨de du the´ore`me d’extension de Riemann.
4.2.2. The´ore`me. SoientA uneK-alge`bre (presque) perfectoı¨de et g un e´le´ment deAo non
diviseur de ze´ro. On suppose que A contient une suite compatible de racines pm-ie`mes de
g. Alors
(4.7) limA{̟
j
g
}o = g− 1p∞Ao,
qui est la fermeture comple`tement inte´grale de Ao dansA[ 1g ].
Proof. Le cas presque perfectoı¨de se rame`ne au cas perfectoı¨de en remplac¸ant A
par A♮ (qui contient encore g 1p∞ ). Supposons donc A perfectoı¨de. D’apre`s
la prop. 3.6.1, A perfectoı¨de implique A{̟jg } perfectoı¨de, et en outre
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Ao〈(̟jg )
1
p∞ 〉→A{̟jg }o est un presque-isomorphisme dans le cadre (Ko,Kß), donc aussi
dans (Ko[T 1p∞ ], (̟T ) 1p∞ (Ko[T 1p∞ ]).
Appliquant la prop. 4.2.1 avec R := Ao/̟r et (R[j])a ∼= (A{̟jg }o/̟r)a, on obtient
(4.8) (Ao/̟r)a ∼= lim(A{̟
j
g
}o/̟r)a.
En passant a` la limite sur r →∞, puis en intervertissant les limites, cela donne
(Ao)a ∼= lim(A{̟
j
g
}o)a.
Appliquant le foncteur ( )∗ des presque-e´le´ments, qui commute aux limites, et compte tenu
de la formule (2.15) et du lemme 2.8.2, on trouve g− 1p∞Ao ∼= limA{̟jg }o.
Montrons ensuite que g−
1
p∞A ⊂ A∗
A[ 1g ]
est une e´galite´, c’est-a`-dire la condition (4) du
sorite 2.5.3:
4.2.3. Lemme. Pour toute K〈T 1p∞ 〉-alge`bre perfectoı¨de, les conditions e´quivalentes du
sorite 2.5.3 sont satisfaites.
On va e´tablir la condition (1) de ce sorite: (a ∈ Bo[ 1g ], ap ∈ g−
1
p∞ Bo) ⇒ a ∈
g−
1
p∞ Bo. Notons aj l’image de a dans B{̟jg }u. On a a ∈ Bo[ 1g ] ⇒ ∃m ∈ N, ∀j ∈
N, gmaj ∈ B{̟jg }o (et multipliant par (̟
j
g )
m), ̟jmaj ∈ B{̟jg }o. Si apj ∈ B{̟
j
g }o, on
conclut du sorite 2.3.1 (5e) que aj ∈ B{̟jg }o. D’ou`, a` la limite, a ∈ g−
1
p∞ Bo. ✷
Cela termine la preuve du the´ore`me. ✷
4.2.3. Remarque. Si la multiplication par g est isome´trique, le the´ore`me donne:
ulimA{̟jg } = g−
1
p∞A, qui est la fermeture comple`tement inte´grale de A dans A[ 1g ].
En outre la preuve se simplifie un peu par rapport a` celle de (4.7): on n’a alors a` invoquer
la prop. 4.2.1 que dans le cas ou` R→ R[j] est injectif, i.e. R = Sj .
4.2.4. Corollaire. (1) Munissons A de sa norme spectrale. Alors (g− 1p∞Ao[ 1̟ ])♮ est
la plus grandeA-alge`bre perfectoı¨de spectrale contenue dans A[ 1g ].
(2) On a (g− 1p∞Ao)♭ ∼= g♭− 1p∞A♭o, donc aussi (g− 1p∞Ao[ 1̟ ])♮ ∼=
(g♭−
1
p∞A♭o[ 1
̟♭
])♯.
Proof. (1) Soit A′ une A-alge`bre perfectoı¨de spectrale (A → A′ est donc suppose´e con-
tinue) contenue dans A[ 1g ] (en tant que A-alge`bre “abstraite”, non topologise´e). D’apre`s
le lemme 2.6.2, les morphismes A{̟jg } → A′{̟
j
g } sont des isomorphismes d’alge`bres
de Banach. D’apre`s le point (2) du the´ore`me pre´ce´dent, on a donc, en passant a` la limite
uniforme, g−
1
p∞Ao[ 1̟ ] = g−
1
p∞A′o[ 1̟ ]. Ainsi (g−
1
p∞Ao[ 1̟ ])♮ contientA
′♮ = A′.
(2) On a (g−
1
p∞Ao)♭ = (limA{̟jg }o)♭ = limA♭{̟
♭j
g♭
}o = g♭− 1p∞A♭o en vertu du th.
4.2.2 et de la prop. 3.6.1. ✷
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4.2.4. Remarque. On peut se demander si, sans supposer que A contienne g 1p∞ , il
demeure vrai que limA{̟jg }o est la fermeture comple`tement inte´grale de Ao dans
A[ 1g ]. Supposons carK = 0 comme il est loisible, et posons K′ := K̂(ζp∞), A′ :=
K′⊗ˆuKA〈g
1
p∞ 〉. Le groupe des K-automorphismes continus de K′ est un sous-groupe
ferme´ Γ de Z×p . En utilisant par exemple la remarque 2.2.7, on voit que A se plonge
isome´triquement dans A′. Or K′ est un corps perfectoı¨de (prop. 3.1.1) et A′ est une K′-
alge`bre perfectoı¨de (cf. 3.6.1). Compte tenu de la formule (2.21), on a alors
limA{̟
j
g
}o ⊂ (lim A′{̟
j
g
}o)G = (g− 1p∞A′o)G = (A′o∗A′ [ 1g ])
G = (A′G)o∗(A′G)[ 1g ].
Dans l’autre sens, si a ∈ Ao[ 1g ] est presque entier sur Ao, ses images dans chaque
A{̟jg }o[ 1g ] ⊂ A{̟
j
g } le sont sur A{̟
j
g }o donc sont dans A{̟
j
g }o (point 5) du sorite
2.3.1), et on a donc a ∈ limA{̟jg }o. Si A′G = A, on conclut que limA{̟
j
g }o = Ao∗A[ 1g ].
Notons que A′ est le comple´te´ d’une sous-alge`bre stable sous G dont les G-invariants se
re´duisent a` A, mais il n’est pas clair que l’e´galite´ A′G = A (du type Ax-Sen-Tate) vaille
en ge´ne´ral.
4.2.5. Exemple: Aˆ∞. Comme les anneaux noethe´riens Aoi sont inte´gralement clos et
entiers les uns sur les autres, il est facile de voir que A∞ = ∪Aoi est comple`tement
inte´gralement clos. Le passage au comple´te´ Aˆ∞ ne va pas de soi; on le contourne en
utilisant la technique de [7, V, n. 4 prop. 15] (voir aussi [2, lemma A6]).
On a Aˆo∞ = ∪̂Aoi et Aˆo∞ s’identifie a` W (k[[T
1
p∞
≤n ]])⊗ˆW (k)Kˆo∞; ainsi, tout e´le´ment
a ∈ Aˆo∞ s’e´crit de manie`re unique sous la forme
(4.9)
∑
̟s[as], as ∈ k[[T
1
p∞
≤n ]],
et ou` s de´crit une suite discre`te finie ou tendant vers l’infini dans 1p−1N[
1
p ]. De manie`re
analogue, tout e´le´ment b ∈ ̂Q(Aˆ∞)
o
s’e´crit de manie`re unique sous la forme
(4.10)
∑
̟s[bs], bs ∈ k((T
1
p∞
≤n )).
Par approximation successive, on montre alors que si les puissances de b ∈ Q(Aˆo∞) sont
contenues dans un Aˆo∞-module de type fini, alors chaque coefficient [bs] est le releve´ d’un
e´le´ment bs ∈ k((T
1
p∞
≤n )) dont toutes les puissances sont contenues dans un k[[T
1
p∞
≤n ]]-
module de type fini. On est donc ramene´ a` la comple`te inte´gralite´ de k[[T
1
p∞
≤n ]], qui de´coule
de l’inte´gralite´ des k[[T
1
pi
≤n]] puisque ces anneaux noethe´riens sont entiers (et meˆme finis)
les uns sur les autres.
Soient Q(A) une cloˆture alge´brique du corps des fractions Q(A) de A, et F le sous-
corps engendre´ par ∪Ai et les racines p-primaires d’un e´le´ment g ∈ A; c’est une extension
galoisienne infinie de Q(A) de groupe G0 := Zn+1p ⋉ Z×p (le dernier facteur Zp agissant
sur g
1
p∞ selon l’action kummerienne usuelle). Soit A˜ la fermeture inte´grale de A dans F ,
et ˆ˜A son comple´te´ p-adique etA′ := ˆ˜A[ 1p ]; c’est une alge`bre de Banach multiplicativement
norme´e et A′o = ˆ˜A. L’action de G0 se prolonge a` R˜ et A′o. Un the´ore`me de type Ax-
Sen-Tate duˆ a` J.-P. Wintenberger [34] montre, compte tenu de ce que A est re´gulier, que
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A′oG0 = A (et plus pre´cise´ment que H1(G0, R˜) est anuule´ par p si p est impair et par 4 si
p = 2, ce qui implique le re´sultat compte tenu de la suite exacte [34, prop. 1])
0→ (R/pmR)G0 → (R˜/pmR˜)G0 → H1(G0, R˜)(pm)→ 0.
Par ailleurs, on a un e´pimorphisme extre´mal Aˆ∞〈g
1
p∞ 〉 → A′, donc A′ est perfectoı¨de
(cf. 3.6.1; c’est meˆme un isomorphisme si Aˆ∞〈g 1p∞ 〉 est multiplicativement norme´e), et
on peut lui appliquer le th. 4.2.2. On conclut comme ci-dessus que
(4.11) A = limA0{p
j
g
}o.
Si Gi ⊂ G0 de´signe le sous-groupe ouvert correspondant a` l’extension galoisienne Q(Ai),
on a encore que H1(Gi, R˜) est annule´ par p si p est impair et par 4 si p = 2; pour G =
limGi, H
1(G, R˜) = colimH1(Gi, R˜) l’est de meˆme, et on conclut par le meˆme argument
queA′oG = ĉolimAoi = Ao∞ et
(4.12) Ao∞ = limA∞{
pj
g
}o.
4.3. Limite uniforme vs. limite perfectoı¨de. La proposition suivante analyse la situation
aborde´e en 3.8.4, et pre´pare le terrain pour le th. 4.4.2. De nouveau, K de´signe un corps
perfectoı¨de de caracte´ristique 0, ̟ un e´le´ment de Kß \ 0 tel que pKo ⊂ ̟Ko, et ̟ 1
p
un
e´le´ment de norme |̟| 1p .
4.3.1. Proposition. Soient (Aα) un syste`me projectif deK-alge`bres perfectoı¨des, etA♮ →
A le morphisme canonique entre limite perfectoı¨de et limite uniforme.
Conside´rons les conditions suivantes:
(1) A est perfectoı¨de,
(2) A♮ → A est un isomorphisme;
(3) le morphisme compose´ A♮o/̟ → Ao/̟ → lim (Aαo/̟) (induit par les mor-
phismes A♮o/̟ ∼= A♭o/̟♭ → Aα♭o/̟♭ ∼= Aαo/̟) est presque surjectif,
(4) Le morphisme lim (Aαo/̟) ⊗Ko/̟,F Ko/̟ φ→ lim (Aαo/̟) induit par Frobe-
nius est presque surjectif,
(5) lim (Aαo/̟)→ lim (Aαo/̟ 1
p
) est presque surjectif.
On a (1)⇔ (2) ⇐ (3)⇔ (4)⇔ (5).
Proof. Posons L := lim (Aαo/̟) et L 1
p
:= lim (Aαo/̟ 1
p
) pour abre´ger. D’apre`s la
formule (3.17), on a
(4.13) (A♮)♭o = A♭o = lim
F
L.
(1)⇔ (2) est clair (cf. 3.8).
(3) ⇒ (4): (3) signifie que lim
F
L → L est presque surjectif, donc la dernie`re fle`che de
transition aussi, ce qui donne (4).
(4) ⇔ (5): notons σ l’isomorphisme Ko/̟ 1
p
x 7→xp→ Ko/̟, et ρ le morphisme canon-
ique L/̟ 1
p
→ L 1
p
. Puisque les Aα sont perfectoı¨des, on a un syste`me compatible
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d’isomorphismes de Frobenius (Aαo/̟ 1
p
) ⊗Ko/̟ 1
p
,σ Ko/̟ ∼→ Aαo/̟, et par pas-
sage a` la limite un isomorphisme ψ : L 1
p
⊗Ko/̟ 1
p
,σ Ko/̟ ∼→ L. On a d’autre part un
isomorphisme
ι : L⊗Ko/̟,F Ko/̟ ∼→ L/̟ 1
p
⊗Ko/̟ 1
p
,σ Ko/̟,
et φ est le compose´ ψ ◦ (ρ⊗ 1) ◦ ι. Donc φ est presque surjectif si et seulement si ρ l’est.
(4) ⇒ (3): (4) e´quivaut a` la presque surjectivite´ de L ⊗Ko/̟,F Ko/̟ F⊗1→ L. Cette
dernie`re entraıˆne la surjectivite´ de F : KßL→KßL. Par le lemme de Mittag-Leffler pour
les Fp-espaces vectoriels, on en de´duit la surjectivite´ de lim
F
KßL→ KßL, d’ou` la presque
surjectivite´ de lim
F
L→ L.
(3) + (4) ⇒ (1): d’apre`s le lemme 2.8.1, Ao/̟ → L est injectif. Sous (3), il est
presque surjectif, donc est en fait un presque-isomorphisme, et (4) entraıˆne alors que le
morphisme (Ao/̟)⊗Ko/̟,F Ko/̟ φ→ Ao/̟ induit par Frobenius est presque surjectif.
✷
4.3.1. Remarque. On peut appliquer le meˆme argument dans le cadre
(Ko[T 1p∞ ], T 1p∞Kß.Ko[T 1p∞ ]). Soit (Aα) un syste`me projectif de K〈T 1p∞ 〉-alge`bres per-
fectoı¨des, de limite uniformeA. Si lim (Aαo/̟)→ lim (Aαo/̟ 1
p
) est presque surjectif,
alors A♮ → A est un presque-isomorphisme dans ce cadre, i.e. A est presque perfectoı¨de
(cf. sorite 3.5.4); en outre,Ao/̟→ lim (Aαo/̟) est un presque-isomorphisme.
4.4. Limite uniforme d’alge`bres perfectoı¨des “en gigogne”. On e´tudie ici dans quelle
mesure la limite uniforme d’un syste`me projectif d’alge`bres perfectoı¨des Bj est (presque)
perfectoı¨de, dans la situation ou` les Bj se de´duisent les unes des autres par localisation
(Bi{̟jg } ∼= Bj).
4.4.1. Reprenons la situation et les notations de 4.2.1, et plac¸ons-nous dans le cadre
(Ko[T 1p∞ ], (̟T ) 1p∞Ko[T 1p∞ ]).
4.4.1. Proposition. Soit (Ri)i∈N un syste`me projectif de (Ko/̟r)[T 1p∞ ]-alge`bres dont
les morphismes de transition Ri → Rj se factorisent par Ri[j] de manie`re compatible en
(i, j), ces factorisations induisant des isomorphismes (Ri[j])a ∼= (Rj)a.
Alors lim
j
1(Rj)a = 0.
Proof. Posons usi[j] := 1⊗(̟
j
T )
s ∈ Ri[j] = Ri⊗
Ko[T
1
p∞ ]
Ko[T 1p∞ , (̟jT )
1
p∞ ]. Pour toute
sous-(Ko/̟r)[T 1p∞ ]-alge`bre R′i de Ri, introduisons les sous-R′i-modules
(4.14) (R′i)[j]k :=
∑
s∈N[ 1p ]∩[0,
1
pk
]
R′i.usi[j] ⊂ Ri[j].
Pour R′i = Ri, on obtient ainsi un triple syste`me projectif (Ri[j]k) de (Ko/̟r)[T 1p∞ ]-
modules indexe´ par (i, j, k). Notons R¯i′[i] l’image de Ri′[i] dans Ri, et u¯s[i] l’image de
usi′[i] (elle ne de´pend pas de i′).
LEMME D’ABHYANKAR PERFECTOIDE 53
Comme usi[j′] s’envoie sur 0 dans Ri[j] si s(j′ − j) ≥ r, Ri[j
′] → Ri[j] se factorise a`
travers Ri[j]k de`s que j′ ≥ j + rpk, d’ou`
(4.15) lim
j
1(Rj)a ∼= lim
ij
1(Ri[j])a ∼= lim
ijk
1(Ri[j]k)a.
Comme ̟
1
pk usi[j] est l’image dans Ri[j] de ̟
1
pk
−s
usi[j+1] pour s ≤ 1pk , le conoyau de
Ri[j+1]k → Ri[j]k est annule´ par ̟ 1pk .
Comme T
1
pk usi[j] est dans l’image de Ri pour s ≤ 1pk , le conoyau de Ri,[j],k+1 →
Ri[j]k est annule´ par T
1
pk
.
Enfin, (R¯i′[i])[j],k+1 est le sous-Ri′-module de (R¯i′[i])[j] engendre´ par les produits des
images de u¯s[i] et des uti[j] pour t ≤ 1pk+1 , c’est-a`-dire par les ̟(i−j)sus+ti[j] . Supposons
i′ ≥ i ≥ j+ rpk+1p−1 . Alors la double ine´galite´ (s+t ≥ 1pk , t ≤ 1pk+1 ) implique s(i−j) ≥ r,
de sorte que, sous la condition t ≤ 1
pk+1
, ̟(i−j)sus+ti[j] est nul si s+ t ≥ 1pk , et appartient
a` Ri
′[j]k sinon; d’ou` l’inclusion (R¯i′[i])[j],k+1 ⊂ Ri′[j]k. Compte tenu de ce que Ri′[i] →
Ri est un presque-isomorphisme, on en de´duit que l’image de Ri,[j],k+1 dans Ri[j]k est
presque contenue dans celle de Ri′[j]k.
Prenons alors j = k, choisissons une suite croissante ik ≥ k+ rp
k+1
p−1 , et conside´rons le
diagramme commutatif
Rik+1,[k+1],k+1
a−−−−→ Rik+1,[k],k+1 −−−−→ Rik,[k],k+1y b
y
yd
Rik+1,[k+1],k −−−−→ Rik+1,[k],k c−−−−→ Rik,[k],k.
D’apre`s ce qui pre´ce`de, Cokera (resp. Coker b) est annule´ par ̟ 1pk+1 (resp. T 1pk ), Im d
est presque contenu dans Im c, doncCoker c est presque quotient de Coker d, donc presque
annule´ par (̟T )
1
pk
. On trouve que le compose´ cba est annule´ par (̟T )
3
pk
. Puisque
∑ 3
pk
converge, on obtient lim1(Rik,[k],k)a = 0 (cf. [13, lemme 2.4.2 iii)]).
Compte tenu de (4.15), on conclut que lim
j
1(Rj)a = lim
ijk
1(Ri[j],k)a = 0. ✷
4.4.2. Si B est une K〈T 1p∞ 〉-alge`bre presque perfectoı¨de, et g l’image de T dans B,
posons B[j] := B{̟jg }. C’est une K〈T
1
p∞ 〉-alge`bre perfectoı¨de: en effet, il de´coule du
lemme 2.6.2 que B[j] ∼= B♮[j], qui est perfectoı¨de d’apre`s la prop. 3.6.1.
Soit A est une K〈T 1p∞ 〉-alge`bre presque perfectoı¨de. Rappelons que la cate´gorie
Aaˆ-uBan des Aaˆ-alge`bres de Banach uniformes a pour objets les A-alge`bres de Ba-
nach uniformes et pour morphismes ceux obtenus apre`s application du foncteur ( )oa
(cf. §2.3.6). Les Aaˆ-alge`bres presque perfectoı¨des forment une sous-cate´gorie pleine
Aaˆ-pPerf (cf. §3.5.4). D’apre`s la formule (2.25), on a un isomorphisme canonique
(4.16) B[j] ∼= B⊗ˆAA[j].
Notons 2-limA[j]-Perf la cate´gorie des syste`mes projectifs de A[j]-alge`bres per-
fectoı¨des Bj dont les morphismes de transition Bi → Bj se factorisent a` travers des iso-
morphismes
(4.17) Bi{̟
j
g
} ∼= Bj.
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La localisation induit un foncteur
Aaˆ-pPerf ς→ 2-limA[j]-Perf .
4.4.2. The´ore`me. Le foncteur ς admet ulim comme quasi-inverse a` gauche et adjoint a`
droite. En particulier, il induit une equivalence de Aaˆ-pPerf avec une sous-cate´gorie
(pleine) core´flexive de 2-limA[j]-Perf .
Proof. Commenc¸ons par prouver que pour tout objet (Bj) de 2-limA[j]-Perf , la lim-
ite uniforme B est presque perfectoı¨de (c’est clair si car K = p puisque la perfec-
tion est pre´serve´e a` la limite des A[j]o). Plac¸ons-nous de nouveau dans le cadre
(Ko[T 1p∞ ], (̟T ) 1p∞Ko[T 1p∞ ]).
En appliquant la prop. 4.4.1 avec Rj := Bjo/̟r, on obtient lim
j
1(Bjo/̟r)a = 0.
Comme Bjo est plate sur Ko, on a une suite exacte
0→ Bjo/̟1− 1p → Bjo/̟→ Bjo/̟ 1p → 0
et par presque-nullite´ de la lim
j
1
, on obtient encore une suite exacte a` la limite:
0→ lim
j
(Bjo/̟1− 1p )a → lim
j
(Bjo/̟)a → lim
j
(Bjo/̟ 1p )a → 0.
La variante de prop. 4.3.1 signale´e dans la rem. 4.3.1 entraıˆne alors que B est presque
perfectoı¨de.
Que ulim, ou de manie`re e´quivalente ulim♮, soit quasi-inverse a` gauche de ς de´coule
du th. 4.2.2. Enfin, soient C un objet de Aaˆ-pPerf et (Bj)j un objet de 2-limA[j]-Perf .
L’application Hom(ς(C), (Bj)j) → Hom(C, ulimBj) induite par ulim admet comme in-
verse (fonctoriellement en (C, (Bj)j)) l’application induite par ( )[j] suivi du morphisme
canonique (B[j])j → (Bj)j . Pour la seconde assertion, voir [21, IV 4 ex. 4]. ✷
4.4.3. Remarques. (1) On ne peut remplacer les K〈T 1p∞ 〉-alge`bres par des K〈T 〉-
alge`bres, comme on le voit sur l’ex. 3.8.5.
(2) En vertu du lemme 3.5.3, on pourrait remplacerAaˆ-pPerf par sa sous-cate´gorie pleine
e´quivalenteAaˆ-Perf , et ulim par ulim♮. Si la question 3.5.1 a une re´ponse positive, il est
meˆme inutile de substituer ulim♮ a` ulim.
4.4.3. Question. ς est-il essentiellement surjectif (et par suite une e´quivalence)?
Il revient au meˆme de demander si l’on retrouve les Bj par localisation affinoı¨de de
ulimBj . Voici un cas particulier important ou` c’est bien le cas:
4.4.4. Proposition. Soit B′ uneA[ 1g ]-alge`bre e´tale finie.
(1) Les Bj := B′⊗A[ 1g ]A[j] forment un objet de 2-limA[j]-Perf . On note B la limite
uniforme.
(2) Les cou¨nite´s d’adjonction B[j] ηj→ Bj sont des isomorphismes.
(3) Elles proviennent en fait d’un isomorphisme B[ 1g ]
∼→ B′.
Proof. (1) Les Bj forment un syste`me projectif de A[j]-alge`bres e´tales finies, donc per-
fectoı¨des (th. 3.4.1). On a donc Bi ⊗A[i] A[j] = B′ ⊗A[ 1g ] A
[i] ⊗A[i] A[j] ∼= Bj , et comme
Bi est projectif fini sur A[i], Bi ⊗A[i] A[j] = Bi⊗ˆA[i]A[j] ∼= Bi{̟
j
g }.
(2) La fermeture inte´grale Ao+B′ s’envoie naturellement vers la fermeture inte´grale A[j]o+Bj
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qui n’est autre que Bjo d’apre`s le cor. 3.4.3, ce qui fournit a` la limite un morphisme
canonique Ao+B′ → Bo, d’ou` aussi Ao+B′ [ 1̟g ] = B′
δ→ B[ 1g ]. Le morphisme compose´
δj : Bj = B′ ⊗A[ 1g ] A
[j] δ⊗1→ B[ 1g ] ⊗A[ 1g ] A
[j] = B ⊗A A[j] → B⊗ˆAA[j] = B[j] est un
inverse a` droite de ηj . Or par adjonction, tout morphisme de la forme ς(C) → (Bj)j se
factorise de manie`re unique en un morphisme ς(C) → ς(B). Appliquant ceci a` C = B et
au morphisme de composantes ηj(δjηj) = ηj , on en de´duit δjηj = idB[j] . Donc ηj est un
isomorphisme d’inverse δj 23.
(3) Par ailleurs, δ est injectif. En effet, le noyau I de B′ → B[ 1g ] est un ide´al de trace nulle
sur A[ 1g ]: en effet, tr(I) est d’image nulle dans chaque A[j], donc est nul puisque A[ 1g ]
s’envoie injectivement dans ulimA[j] (lemme 2.6.3). Donc I est lui-meˆme nul puisque B′
est e´tale sur A[ 1g ].
ll reste a` voir que δ est surjectif. On peut remplacerAo par g− 1p∞Ao, ce qui permet de
supposerA (comple`tement) inte´gralement ferme´ dans A[ 1g ].
a) Supposons pour commencer B′ galoisien sur A[ 1g ] de groupe G. On a alors
B[ 1
g
]G = (ulim (B′ ⊗A[ 1g ] A
[j])G)[
1
g
] = (ulimA[j])[1
g
] = A[ 1
g
].
On conclut par le lemme 1.9.3 (avec R = A[ 1g ], S′ = B′, S = B[ 1g ]).
b) En ge´ne´ral, le rang de B′ sur A[ 1g ] e´tant fini continu et borne´, et A e´tant A
inte´gralement ferme´ dans A[ 1g ], on peut supposer, en de´composant A en un nombre fini
de facteurs, que ce rang est constant, e´gal a` r. D’apre`s le lemme 1.9.2, on a une exten-
sion galoisienne A[ 1g ] →֒ C′ de groupe Sr se factorisant par B′ et telle que B′ = C′Sr−1 ;
d’ou` Bj = CjSr−1 et a` la limite B = CSr−1 . D’apre`s le pas a), on a C′ = C[ 1g ], donc
B′ = C′Sr−1 = C[ 1g ]Sr−1 = B[ 1g ]. ✷
4.4.4. Remarque. Le fait que δ et δj soient des isomorphismes implique que B˜⊗AA[j] →
B˜⊗ˆAA[j] en est un.
23cet argument d’adjonction montre plus ge´ne´ralement que toute sous-cate´gorie e´pi-core´flexive est mono-
core´flexive [17, prop. 1].
56 YVES ANDR ´E
5. LE “LEMME D’ABHYANKAR” PERFECTOI¨DE.
5.1. On fixe un corps perfectoı¨de K et un e´le´ment ̟ ∈ Kß admettant une suite compati-
ble de racines pm-ie`mes, tel que |p| ≤ |̟|. On prend pour cadre
(V = Ko[T 1p∞ ], m = (̟T ) 1p∞V).
SoitA est uneK〈T 1p∞ 〉-alge`bre presque perfectoı¨de. Rappelons encore que la cate´gorie
Aaˆ-pPerf a pour objets les A-alge`bres de Banach uniformes B qui sont presque isomor-
phes a`B♮, et pour morphismes ceux obtenus apre`s application du foncteur ( )oa (cf. §2.3.6).
On dira qu’un objet Baˆ de Aaˆ-uBan est presque e´tale fini sur Aaˆ si Ba est e´tale fini
sur Aa. Rappelons que d’apre`s la prop. 3.5.6, si A est presque perfectoı¨de, l’inversion de
̟ induit une e´quivalence
(5.1) Aoa-Alget.fin ξ→ Aaˆ-pPerfp.et.fin,
de quasi-inverse ( )oa, entreAoa-alge`bres e´tales finies etAaˆ-alge`bres presque perfectoı¨des
presque e´tales finies.
5.2. Le the´ore`me principal de cet article est une extension du th. 3.4.1 au cas ramifie´ (on
retrouve 3.4.1 dans le cas ou` T
1
pi .1 = 1).
5.2.1. The´ore`me. Soient K un corps perfectoı¨de et A une K〈T 1p∞ 〉-alge`bre presque per-
fectoı¨de. On note g l’e´le´ment T.1 de Ao. On a alors des e´quivalences de cate´gories
{Aoa-alge`bres comple`tes, e´tales finies modulo toute puissance de p
et e´tales finies apre`s inversion de g } ∼→
{ Aaˆ-alge`bres presque perfectoı¨des, e´tales finies apre`s inversion de g} ∼→
{A[ 1g ]-alge`bres e´tales finies}
induites par inversion de ̟ et de g respectivement.
5.2.2. Question. Ces cate´gories sont-elles aussi e´quivalentes a` celles de (5.1)?
cf. rem. 5.2.1.
Proof. Il est loisible de remplacerA par toute alge`bre isomorphe dans K〈T 1p∞ 〉aˆ-pPerf ,
notamment par Aaˆ∗ˆ = g−
1
p∞Ao[ 1̟ ]. Cela permet de supposer d’emble´e que g est non-
diviseur de ze´ro et, en vertu du th. 4.2.2, que
(5.2) A ∼= ulimA[j].
Notons Aoa-Alg(/p•, 1g )et.fin la premie`re cate´gorie du the´ore`me, et par
Aaˆ-pPerf 1g et.fin la seconde, et
Aoa-Alg(/p•, 1g )et.fin ξ
′
→ Aaˆ-pPerf 1g et.fin ̺
′
→ A[ 1
g
]-Alget.fin
les foncteurs en jeu, dont il s’agit de montrer que ce sont des e´quivalences.
Commenc¸ons par prouver que ̺′ est une e´quivalence.
Notons 2-limA[j]-Alg la cate´gorie des syste`mes projectifs deA[j]-alge`bresBj dont les
morphismes de transition Bi → Bj se factorisent a` travers des isomorphismes
(5.3) Bi{̟
j
g
} ∼= Bj.
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Observons que (A[j])j est un syste`me projectif de A[ 1g ]-alge`bres, et conside´rons le
diagramme de foncteurs
(5.4)
Aaˆ-pPerf ̺−−−−→ A[ 1g ]-Algyς
2-limA[j]-Perf υ−−−−→ 2-limA[j]-Alg
ou` ̺ est le foncteur oubli de la norme et inversion de g, υ est le foncteur oubli de la norme,
et ς est le foncteur conside´re´ au th. 4.4.2, qui est pleinement fide`le, de quasi-inverse a`
gauche λ donne´ par la limite uniforme.
Apre`s restriction aux alge`bres e´tales finies, ce diagramme se comple`te d’apre`s la prop.
4.4.4 (1), (2) en un diagramme essentiellement commutatif
(5.5)
Aaˆ-pPerf 1g et.fin ̺
′
−−−−→ A[ 1g ]-Alget.finyς′ τ ′
y
2-limA[j]-Perf et.fin υ
′
−−−−→ 2-limA[j]-Alget.fin
ou` τ est donne´ par les produits tensoriels (− ⊗A[ 1g ] A
[j])j . D’apre`s le th. 3.4.1, υ′ est
une e´quivalence: on obtient un quasi-inverse canonique υ′−1 en munissant chaque Bj de
sa norme spectrale canonique. Posons
σ := λν′−1τ ′ : A[ 1
g
]-Alget.fin → Aaˆ-pPerf , B′ 7→ B := ulimB′ ⊗A[ 1g ] A
[j].
On a σρ′ = λν′−1τ ′ρ′ = λν′−1ν′ς ′ = λς ′ = id
Aaˆ-pPerf
1
g
et.fin .
D’autre part, d’apre`s la prop. 4.4.4 (3), on a un isomorphisme canonique B′ ∼→ B[ 1g ] =
ρ′σ(B′), ce qui montre que σ est a` valeurs dans la ̺-pre´image Aaˆ-pPerf 1g et.fin de
A[ 1g ]-Alget.fin dans Aaˆ-pPerf , puis que ρ′σ = idA[ 1g ]-Alget.fin .
En de´finitive, (5.5) est un diagramme d’e´quivalences de cate´gories.
Prouvons ensuite que ξ′ est une e´quivalence. Comme il est clair que ξ′ est pleinement
fide`le, et compte tenu de ce que ρ′ est essentiellement surjectif, il suffit de montrer la
5.2.3. Proposition. Soit B uneA-alge`bre perfectoı¨de dans laquelle g n’est pas diviseur de
ze´ro, et telle que B[ 1g ] soit e´tale finie sur A[ 1g ]. Alors pour tout m ∈ N, Boa/pm est e´tale
finie surAoa/pm dans le cadre (Ko[T 1p∞ ], (̟T ) 1p∞Ko[T 1p∞ ]), et Bo[ 1g ] est presque e´tale
finie sur Ao[ 1g ] dans le cadre (Ko,Kß).
Si carK = p, cela est prouve´ dans [13, 3.5.28] (en prenant V = Ao et ε = ̟T dans
loc. cit. ). Supposons donc carK = 0.
a) Plac¸ons-nous encore pour commencer dans la situation ou` B[ 1g ] est extension galoisi-
enne de galoisienne de A[ 1g ] de groupe G. Posons pour alle´ger
(5.6) B2 := B ⊗A B, B[j]2 := B[j] ⊗A[j] B[j].
D’apre`s la prop. 3.3.4, les comple´te´s B̂2 = B⊗ˆAB et Bˆ[j]2 sont des alge`bres per-
fectoı¨des et B̂2
oa
= Boa⊗ˆAoaBoa (c’est vrai dans le cadre (Ko,Kß) et a fortiori dans
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(V = Ko[T 1p∞ ], m = (̟T ) 1p∞V)). En outre, B̂2
[j]
= B[j]2 car B[j] est e´tale fini sur A[j].
D’apre`s le th. 4.2.2, on a
(5.7) limA[j]o = Ao∗, limB[j]o = Bo∗, limB[j]o2 = (B̂2
o
)∗ = g
− 1p∞ B̂2
o
.
Comme B[ 1g ] est galoisien de groupe G sur A[ 1g ], B[j]oa est galoisien de groupe G sur
A[j]oa d’apre`s la prop. 3.4.2. On en tire que G agit par automorphismes de Bo∗ et G × G
par automorphismes de (B̂2
o
)∗, et que
(5.8) BoG∗ = (limB[j]o)G = limA[j]o = Ao∗
(5.9) (B̂2
o
)G×G∗ = (limB[j]o2 )G×G = limA[j]o = Ao∗.
En particulier Bo∗ et (B̂2
o
)∗ sont entiers sur Ao∗. Les isomorphismes
(5.10) B[j]o2∗ ∼→
∏
G
B[j]o∗ , b⊗ b′ 7→ (γ(b)b′)γ∈G
induisent a` la limite un isomorphisme
(5.11) (B̂2
o
)∗
∼→
∏
G
Bo∗.
Modulo pm cela donne aussi
(5.12) (Boa/pm)⊗Aoa/pm (Boa/pm) ∼→
∏
G
(Boa/pm),
i.e. Boa/pm est galoisienne de groupe G sur Aoa/pm dans le cadre
(Ko[T 1p∞ ], (̟T ) 1p∞Ko[T 1p∞ ]).
En particulier, (Bo/p)[ 1g ] est presque plate sur (Ao/p)[ 1g ] dans le cadre
(Ko[T 1p∞ ], (̟T ) 1p∞Ko[T 1p∞ ]), donc aussi dans le cadre (Ko,Kß) puisqu’on a inverse´
g. Comme B[ 1g ] est e´tale, donc plate, sur A[ 1g ] et que Bo[ 1g ] est sans ̟-torsion, on conclut
d’apre`s [13, 5.2.1] que Bo[ 1g ] est presque plate sur Ao[ 1g ] dans le cadre (Ko,Kß), cadre
dans lequel on se place dans les lignes qui suivent. Donc Bo2[ 1g ] = (Bo2)∗[ 1g ] est presque
plate sur Bo[ 1g ], en particulier presque sans ̟-torsion, de sorte que la torsion ̟-primaire
de Bo2 (resp. de (Bo2)∗ = g−
1
p∞ Bo2) est presque e´gale a` la torsion g-primaire.
La prop. 4.4.4 (jointe a` (5.7)) montre que (Bo2)∗ → (B̂2
o
)∗ induit un isomorphisme
apre`s inversion de pg. D’apre`s ce qui pre´ce`de, le morphisme compose´ B2∗ˆ := (Bo2)∗[ 1p ]→
B̂2∗ˆ → (B̂2)∗ˆ = (B̂2
o
)∗[
1
p ] est donc injectif, de sorte que B2∗ˆ est se´pare´.
D’autre part, B̂2∗ˆ → (B̂2)∗ˆ est isome´trique: en effet, on de´duit du point (3) du lemme
2.5.1 que (B̂o2∗)/p → (B̂2
o
)∗/p est injectif. Donc la norme de B2∗ˆ est spectrale tout
comme celle de (B̂2)∗ˆ. Il suit que B2∗ˆo = B2∗ˆ≤1 est presque e´gal a` (Bo2)∗/(̟∞-tors).
On en conclut que Bo2[ 1g ] = (Bo2)∗[ 1g ] est presque e´gal a` B2[ 1g ] ∩ (B̂2
o
)∗[
1
g ], et que les
idempotents eγ de´finissant la de´composition (5.11) sont dans ̟−
1
p∞ Bo2[ 1g ], i.e. que Bo[ 1g ]
est presque galoisienne de groupe G sur Ao[ 1g ] dans le cadre (Ko,Kß).
b) La re´duction au cas galoisien se fait comme dans la prop. 3.4.2 (2b).
Ceci termine la preuve de la prop. 5.2.3, ainsi que celle du th. 5.2.1. ✷
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5.2.1. Remarque. Il ne semble pas qu’on puisse tirer de la` que Boa est e´tale finie sur Aoa
(commeAo∗ est p-adiquement hense´lien, de meˆme que son extension entie`re Bo∗, il suffirait
de voir que B̂o2∗ contient les eγ ∈ (B̂o2)∗). On ne peut invoquer l’“e´quivalence remarquable
de Grothendieck” comme en 1.8.2 car le re´sultat de [13, 5.3.27] ne s’applique plus: l’ide´al
engendre´ par ̟ n’est pas “tight”24. En fait, l’information qui manque ici est la presque
finitude de Bo sur Ao: si l’on en disposait, on conclurait par [13, 5.3.20] que Boa est
projectif fini sur Aoa, et il serait facile de passer de la` a` “e´tale fini”.
Par ailleurs, tenter de de´duire de la prop. 2.6.1 la presque-purete´ (au sens de presque-
injectivite´ universelle) de Bo sur Ao se heurte au fait qu’il existe des modules de
pre´sentation finie non se´pare´s sur Ao pour certaines alge`bres perfectoı¨des A, et meˆme
des ide´aux principaux non ferme´s: en car p, un exemple est donne´ par l’ide´al (U) dans
K♭o〈T
1
p∞
i , U
1
p∞ , (̟
♭iTi
U )
1
p∞ 〉i∈N.
5.3. Preuve du the´ore`me 0.3.1. SoitA uneK〈T 1p∞ 〉-alge`bre perfectoı¨de, et posons g :=
T.1 ∈ Ao. Soit B′ une A[ 1g ]-alge`bre e´tale finie. Notons Bj := B′ ⊗A[ 1g ] A[j], B la A-
alge`bre presque perfectoı¨de ulimBj , et B˜o (resp. B˜) la fermeture inte´grale de g− 1p∞Ao
(resp. g− 1p∞Ao[ 1̟ ]) dans B′. Comme la fermeture inte´grale commute a` la localisation,
on a B˜[ 1g ] = A[ 1g ]+B′ = B′, qui n’est autre que B[ 1g ] d’apre`s la prop. 4.4.4. On a Bo =
g−
1
p∞ Bo = (̟g)− 1p∞ Bo, et Bo est ̟-adiquement comple`te.
Le th. 0.3.1 re´sulte alors de la proposition suivante (l’alge`bre note´e B dans loc. cit. est
ici B˜♮).
5.3.1. Proposition. (1) On a B = B˜, et B˜o = (g− 1p∞Ao)+B′ = (̟g)−
1
p∞ B˜o = ˆ˜Bo.
(2) B˜♮ est la plus grandeA-alge`bre perfectoı¨de contenue dans B′.
(3) Si B′ est un A[ 1g ]-module fide`le, TrB′/A[ 1g ](B˜o) →֒ g
− 1p∞Ao est un presque-
isomorphisme.
Proof. (1) On peut remplacer Ao par g− 1p∞Ao. Comme (Ao)+B′ ⊗Ao A[j]o est contenu
dans la fermeture inte´grale de A[j]o dans Bj , elle-meˆme contenue dans Bjo (lemme 2.4.1
(1)), on a un morphisme canonique (Ao)+B′ → Bjo. Il est compatible avec les fle`ches de
transition en j, d’ou`, en passant a` la limite, un morphisme canonique (Ao)+B′→Bo, et il
suffit de montrer que c’est un isomorphisme. Comme il s’agit de sous-anneaux de B′, il est
injectif, ce qui rame`ne a` montrer qu’il est surjectif, ou encore, que Bo est entier sur Ao, ce
qui de´coule de (5.8).
(2) suit de (1) et du cor. 4.2.4.
(3) Si B′ est un A[ 1g ]-module fide`le, B˜o est un Ao-module fide`le, et comme le plonge-
ment A → B˜ est isome´trique, B˜o/p est un Ao/p-module fide`le. Alors B˜oa/p est une
extension e´tale finie de Aoa/p (prop. 5.2.3), et la trace fournit un homomorphisme de
(B˜oa)∗ sur (Aoa)∗ = g−
1
p∞Ao qui est presque surjectif modulo p, donc presque surjectif
d’apre`s la version 1.3 du lemme de Nakayama. ✷
5.4. Normalisation de Noether et “enveloppes” presque perfectoı¨des d’alge`bres
affinoı¨des. Les constructions d’alge`bres perfectoı¨des se bornent habituellement a` des sit-
uations “toriques” ou` l’on met a` profit la version logarithmique du the´ore`me de “presque-
purete´” de Faltings.
24comme m’en a averti O. Gabber.
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Graˆce au lemme d’Abhyankar perfectoı¨de, on peut en fait attacher des alge`bres per-
fectoı¨des a` toute alge`bre affinoı¨de re´duite B sur K de dimension n, en conside´rant B
comme une extension finie de A := K〈T≤n〉 par le lemme de normalisation de Noether
[5, cor. 6.1.2/2]. Soit g ∈ Ao tel que B[ 1g ] soit e´tale sur A[ 1g ]. Soient A l’alge`bre presque
perfectoı¨de g−
1
p∞K〈T
1
p∞
≤n , g
1
p∞ 〉, et B la fermeture inte´grale de B⊗AA dansB⊗AA[ 1g ].
Alors B est presque perfectoı¨de (prop. 5.3.1), et Boa est e´tale fini sur Aoa modulo toute
puissance de p dans le cadre (Ko[T 1p∞ ], (̟T ) 1p∞Ko[T 1p∞ ]), (via T 1pk 7→ g 1pk ).
Si la question 3.5.1 a une re´ponse positive,A et B sont perfectoı¨des.
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♭, #, ♯ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3.3.3, 3.3.6,
♮ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3.3.7, 3.5.4,
g−
1
p∞ ( ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2.5.2, 3.5.3,
( )〈g 1p∞ 〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2.9.3, 3.6.1,
( ){λg } . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2.6.2, 3.6.3,
( )[j] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4.2.1, 4.4.2.
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